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Caos e fractais na sala de aula
RESUMO:
O objectivo deste trabalho é o estudo do tema Caos e Practais, com o propósito fun-
damental da sua implementação na sala de aula ou outro ambiente do Ensino Secundário.
Com esse fim, é feita uma abordagem teórica dos conteúdos e são apresentadas algumas
actividades a desenvolver com os alunos daquele nível de ensino.
./
A introdução dos conceitos é feita de modo a possibilitar a sua leitura por um público
mais geral, onde se incluem os alunos mais interessados e curiosos no tema.
O estudo é acompanhado, sempre que possível, de exemplos e ilustrações grá,ficas.
Para tal, foi utilizado o software Maxima (software liwe) e outras aplicações interactivas
disponíveis na Internet.
PALAVRAS-CHAVE: caos, iteração, iteração gráfica, logÍstica, pontos fixos, pontos
periódicos.
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Cha,os and fractals in the classroom
ABSTRACT:
The aim of this work is to study the theme of Chaos and Fractals, with the fundamental
purpose of its implementation in the classroom, or in other environments of secondary
school education. To carry out this aim a theoretical outlook of the contents will be
provided alongside some artivities to be undergone with students of that school level.
The introduction to these concepts is open to the understanding of a larger audience,
where we can include the most interested and curious students in this issue.
The study is accompanied, whenever possible, with examples and graphics. To do
so, the Ma>rima software (free software) was used, besides other interactive applications
available on the Internet.
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Pretende.se com este trabalho abordar o tema Caos e Flactais em duas vertentes - uma
de índole científica e outra de Índole pedagógica, com vista a implementar/incutir nos
alunos do ensino secundário o interesse pelo tema. Assim, o objectivo deste trabalho é
aprofundar o estudo do caos determinÍstico, explora,ndo conceitos como pontos periódicos,
pontos fixos, as características atractivas ou repulsivas dos mesmos; estudar as noções de
sensibilidade as condições iniciais e transitividade topológica ou mixing; compreender a
noção de expoente de Lyapunov e o seu cálculo, a constante de Feigenbaum e o fenómeno
da duplicação do período.
Na vertente pedagógica serão elaboradas actividades para a sala de aula de Matemática,
ou outro contexto ao nível do ensino secundário, estudando a sua integração nos conteúdos
prograrnáticos da disciplina.
Dado que a implementação/divulga,çã,o do tema Caos e Flactais no ensino secundário
é um objectivo inerente e intrÍnseco a este trabalho e que "uma imagem vale mais do que
mil palawastr, tenta,remos, rro Iongo do trabalho, ilustrar vários dos conceitos em estudo.
Para tal e sempre que possível, serão produzidas imagens com recurso ao software livre
Maxima, que contém um conjunto especÍfico de comandos para o estudo dos sistemas
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dinâ.rnicos. O uso deste tipo de tecnologia é importante, mais ainda, porque se deve ao
poderoso progresso da tecnologia informática o interesse crescente pelo tema do Caos e
dos Flactais, a partir das décadas de 60/70 do Século XX.
Sendo uma das áreas de estudo mais recentes da Matemática, foi nos finais do século
XIX, com Henri Poincaré, que teve origem o estudo do Caos. Na sequência do seu trabalho
com equações diferenciais não lineares (para descrever a evolução de sistemas dinâmicos),
Poincaré sugeriu que não seria necessário conhecer a forma das soluções destas equações
pâra se poder concluir sobre as características do sistema em estudo, características quali-
tativas tais como a periodicidade das órbitas ou a estabilidade do sistema. Surgiu, assim,
a teoria qualitativa ou geométrica das equações diferenciais, base da investigaçã,o dos
Sistemas Dinâmicos.
Contudo, apenas em 1961, com Edward Lorenz, se retomou a ideia da existência do
Caos matemático. Não iremos descrever a experiência que o conduziu à sua descoberta,
mas não podemos deixar de referir a propriedade observada e que caracteriza os sistemas
dinâmicos caóticos. Essa propriedade é conhecida por sensíbilidaite ds oond,i,ções i,niciais
ot dependência sensíuel ilas coniláções inici,ai,s. Para um leigo na matéria, é possível carac-
terizat esse fenómeno por t'diferenças mínimas na entrada poderem tornar-se facilmente
diferenças enormes na saídarr (Gleick, [16]).
Surpreendentemente, a presença de comportamentos caóticos é observável em sistemas
dinâmicos definidos por equações tão simples como, por exemplo, a equação do tipo
9 : rr (1 - r), chamada de logÍstica. Equação estudada pelos nosso jovens no ensino
secundário, não tem sido explorada do ponto de vista do caos determinístico. No entanto,
não podemos deixar de concordar com Robert May (1938 - ), cientista que, entre outros,
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desenvolveu trabalho no âmbito da dinâmica de populações de animais. Como se pode ler
em Gleick [16]:
rrArgumentou (Robert May) que o mundo seria bem melhor se cada jovem estudante
recebesse uma calculadora de bolso e fosse encorajado a trabalhar com a equação logÍstica.
Esse simples cálculo (...) podia corrigir o sentido distorcido da riqueza do mundo real que
resultava da educação cientÍfica padronizada. Mudaria a forma como as pessoas pensavarn
sobre tudo, da teoria dos ciclos económicos à propagação dos sons.
ItO caos devia ser ensinado, a.firmava. Era tempo de reconhecer que a educação
padronizada de um cientista fornecia impressões erradas. Não interessava quão elabo'
rada a matemática linear podia ser (...); May a.firmava que ela inevitavelmente confundia
os cientistas sobre o mundo não-linear que os rodeava. 'A intuição matemática assim
desenvolvida equipa deficientemente o estudante para enfrentar o bizarro comportamento
manifestado pelo mais simples dos sistemas discretos não lineares', escreveu.
rilNão apeffrc na investigação como ta,rnbém no mundo quotidiano da poUtica e da
economia estaríamos melhor se mais pessoas compreendessem que os sistemas não-Iineares
simples não possuem necessaria,rnente propriedades dinâmicas simples.' t [16] .
Procuremos, então, estudar o tema e leváJo aos nossos jovens'
A simplicidade e elegância com que Richard Holmgren[l7] nos introduz o tema dos
sistemas dinâ,micos discretos, de uma forma elucidativa e num texto escorreito, fez-me
recordar a minha primeira incursão na leitura de um livro de Matemática que não os
ma,nuais escolares. Oferta da minha Professora do, então, 2.o ano do curso complementar
dos liceus (equivalente ao lL.o a,no do ensino secundário de hoje), iniciei a leitura com
alguma apreensão: resolver exercÍcios ou problemas era interessarrte, mas ler um livro
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de rf outra matemáticarr?... E no entanto, naquelas férias de verão (lg77), o gosto pela
Matemática, a outra Matemática, intensificou-se e confirmou-se. A obra em questão foi
Conceitos Fundamentais d,a Matemó,tica, de Bento de Jesus Cara4a, e ainda hoje gosto
de o reler - uma linguagem acessível e uma exposição muito simples e clara fizeram deste
Iivro uma referência no estudo da Matemática. É esta clareza e simplicidade que podemos
encontrar em Holmgren e, porque devemos aproveitar o que é bom, tomo a liberdade de
utilizar ou adaptar parte das suas ideias e exemplos tão elucidativos que, espero, motivem
outros a debruçarem-se sobre o tema. Esforçar-me-ei por não deturpar alguma ideia ou
sentido do conteúdo original.
Um sistema dinâmico discreto pode ser caracterizado por uma funçã,o composta consigo
própria sucessivamenter. Por exemplo, consideremos a função Í (r): -r3. Se compuser-
mos / consigo mesma, iremos obter
Í' ("): (.f o Í) (") : - (-rr)' : ,n.
Iterando sucessiva.rnente temos
Í3 (*) : (Í o Í " Í)(") : (/ " Í2) ("): - (í'e)3 - -*27,
Í4 @) : (Í o Í " Í " Í) (r) : (Í " Í3)(r) : - (-*rzys : nlt,
Í" (*): (1" Í"-') ("): (-1)"13' sendo n um número natural.
somos levados a questionar rrDado um número real c , qual é o JgL/" (c) ?" ou, de um
modomaisgeral, perguntamos "Quepropriedadestem asucessão r,i @),Í2 (*),Í3 (r),...?,,
A notação /n representa a função / composta consigo mesma n- 1 vezes e não a n-ésima
lDenominaremos este processo por iteração da função ou iteração sucessiva da função
potência de / ou a n - ésima derivada de /. Chamamos dinâmica da função ao compor-
tamento dos pontos sob iteração da função.
Visualizemos estas questões de outro modo. Suponhamos que cada um de nós vive
em algum lugar na recta real e que a nossa morada é dada pelo número real em que o
nosso apartamento se encontra. Por exemplo, o meu endereço poderia ser 2. Cada ano o
governo decreta que eu tenho que me mudar para um apartamento cujo endereço é dado
pelo simétrico do cubo do meu endereço actual. Isto é, eu aplico a função Í (t) : -x3
ao meu endereço actual para obter o novo endereço. Assim, como presentemente moro no
2, no próximo ano estarei no / (2) : -23 - -8' No ano a seguir irei mudar-me pare o
/ (-8) : - (-8)3 :512. Ainda que viva muitos e muitos anos é óbvio que nunca morarei
no mesmo sítio duas vezes. De facto, em cada ano o valor absoluto do meu endereço será
cada vez maior e mudar-me-ei de um lado para o outro do zero.
Assim, se iniciarmos no ponto 2, entãa Í" (2) cresce sem limitação em valor absoluto
e oscila de um lado do 0 para o outro. O que acontece se começurxmos noutro sítio?
Suponharnos que partimos do ponto |. Então, no próximo ano estaremos e* Í (à) : -á.
No ano seguinte estaremos ". , (-*) 
: Í, (à) : ;b e n anos depois estaremos no
f H: (-1)" (á)'" . Assim, cada ano mudamo-nos de um lado para o outro de 0, mas
estaremos caÀavez mais próximos dele.
De um modo geral, se o nosso endereço inicial for zs, o novo endereço após n anos será
dado por Í" (xd: (-1)" (ro)'".
se lz6l ) 1, temos *l!5 l/" (ro)l : ,!g lro;3" : oo. Em valor absoluto /n (cs) cresce
sem limitação e o factor (-1)" faz com que .f" (26) oscile de um lado do 0 para o outro.
se 0 < lcol < 1, então -li*-.f" (r) : o. Portanto, enquanto i" @o) muda de um lado
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do 0 pa,ra o outro, o seu valor aproxima.se tanto mais de zero à medida que ,z ê cada vez
mEuor
Em termos de escolha de apartamentos, aquele que tiver como endereço um número
menor do que 1 em valor absoluto será preferÍvel a um que tenha como endereço um valor
maior do que 1, pois com o decorrer do tempo não teremos que nos mudar para muito
longe em cada ano.
Vejamos o que acontece para os endereços -1,0 e 1. Note-se que /(-1) : 1e
/ (1) : -1, ou seja, -1 e 1 formam um ciclo periódico. Deste modo, se morássemos no 1
poderíamos fazer um acordo com a pessoa que está no -1 e deixarmos slguns dos nossos
pertences em cada um dos endereços, uma vez que volta^ríamos sempre no ano seguinte.
É chro que se vivêssemos no número 0, não teríamos que nos mudar já que 0 é fixo por /
(uma existência estável, mas quiçá maçadora).
Recapitulando, um sistema dinâmico discreto consiste, basicamente, numa função e
sua.s iteradas. Dado um sistema dinârnico, pretendemos saber como evolú cada ponto
sob iteração da função, onde chega e qual o caminho até chegar lá. Vimos um número de
possibilidades: pontos que se a,fastarn sem limitação, outros que se aproxima,rn mais e mais
de 0, dois que oscilarn periodicamente entre si e um ponto que se mantém sempre fixo.
Com o prosseguimento do estudo, veremos que outras possibilidades ainda podem surgir.
Usiírnos a função Í (r) : -u3 para determinar a localização do nosso próximo aparta-
mentol iterando a função estamos em condições de saber onde estaremos num qualquer
outro ano. Ou seja, funções e as suas iteradas podem ser usadas para modelar problemas
práticos.
Exemplo L.O.L Suponhamos que se pretend,e criar um mod,elo matemá,tico que d,escreua
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a d,imensã,o d,e uma populaçõ,o d,e melhos, que uiue ern carnpo abeúo por trós d,a minha
u,sa. Por obsertsação estima-se que urna pequena população inicial d,e coelhos crtsce apro-
rimad,amente 10% md,a ano. Assuma-se que corneçanl,os corn fio @elhos e que queretnos
d,eterminar o número de aelhos ilo populaçã,o no n-ésimo ano. Representaretnos este
número por frn.
Temos, entõ,o,
frt: fro * 0.1cg : 1.1u0
Í2: fit * 0.1cr : l.Ltt
rk+r:rx*Q.ltn:L.ltn.
Portanto, r.k+!: p(rà @rn p (r) : 1'1c. Assim,
q: p(ro)
12:p(rr): @"p)(ro) : p2@o)
:Dt : p (*z) : (n " n2) (ro) : ps @o)
rn: f (rs).
Então, para determinarmos a dimensão da população de coelhos após n a,nos, aplica,mos
n :yezes a função p(r) : L.!r a rs É ta"it concluir qu,e f (ro) : (1.1)"c6. Assim,
se começarmos com mais do que um coelho, a popula4ão dos animais estará sempre a
aumentar. Por exemplo, se o número inicial de coelhos for 8 , ao fim de 10 anos a
população terá cerca de 21 animais. De acordo com este modelo, os mesmos 8 coelhos
iniciais darão origem a uma popula4ão com 54 coelhos, aproximadamente, em 20 anos,
939 em 50 anos e L10245 em 100 anos. Dadas as dimensões exÍguas do terreno atrás
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de minha casa, esta última estimativa é manifesta.rnente enorme... Apesar de a dinâmica
deste modelo ser fácil de perceber - cada iterada cresce L0% sobre a iterada anterior - a
capacidade/fidelidade de previsão deste modelo a longo prazo ê limitada, pois a população
continua a aumentar sem limita4ão.
Em geral, modelos que iteram funções do tipo p(r) : rz são denominados mode-
los exponenciais. Tal como exemplificado anteriormente, a capacidade de previsão destes
modelos em populações é limitada, uma vez que, com o decorrer do tempo a dimensão
da população prevista será tão grande que deixa de ser realística. Um modelo mais ade-
quado à previsão do crescimento de uma população, por ter em conta a.s limitações desse
crescimento, é do tipo h(x) : rx (l - x).
Os modelos que se baseiam nesta função, função logÍstica, a.ssumem que há um limite
para a dimensão da população e consideram a actual dimensão da mesma uma fracção
desse valor limite. Assim, a dimensã,o de qualquer popula4ão é representada por um
número do intervalo [0, L]. Por exemplo, 0.25 indica que a populeção é 25% do seu valor
limite. Se rs é a população no primeiro período, então a população no segundo perÍodo
será à(co) : rus(l -ít0). É o factor (1-o) que distingue os modelos logísticos dos
modelos exponenciais. À medida que , se aproxima de 1, (1 - ") aproxima.se de 0.
Portanto, à medida que r aumenta, a população cresce a um ritmo mais lento, quando
a for suficientemente gra,nde, a população oomeça a diminuir. Apliquemos este modelo à
população de coelhos anterior.
Exemplo L.O.Z RecordernoE a populaçd,o d,e coelhos que u,iue no carnpo atrú,s de mi,nha
casa.
Suponhamos que o li,mi,te populacional é 1000, ou seja, quando houuer 1000 coelhos, a
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popúaçã,o é tã,o numerosa e o ecossístema tão sobretanegailo com aquele número que não
há, mpacidade de os manter e a populaçõ,o umeça a, rnorYer. Coruid,eremos, por exemplo,
a quação
h(r) : L'LL2, (1 - ")'
Lembramos que, neste mod,elo, uma populaçõ,o d,e 100 é representad,a por L00/1000 ou 0.L
e a populaçã,o deL000 é rcpresentad,a por 1000/1000 oz 1. obui,amente h(1) : 0 o que
signifim gue o rnodelo preaê que se a população chega aos 1000 aelhos, entã,o morrerú'.
Note-se, também, que h(0.9) - 0.1 ou seia, num ano, d,e aurdo corn o mod,elo, uma
populaçõ,o inicial grund,e d,e 900 coelhos ilimi,nui d,rasti,camente para 100.
Tal rcmo fizemos anteriorrnente, suponharnos gue aquela colóni,a d,e aelhos tem inici-
almente apenas 8 elementos (ro : 0'008)- Apli'u'ndo sucessiuamente h(r) temos
nL: h(0.008) = 0.009 Ao firn d,e um ano hó" aprorimad'amente' I aelhos
rz: h2 (0.008) - 0.01 Ao fun d,e doi's anos hó, cerca d,e 10 coelhos
nB : h3 (o.oo8) - 0.011
r,4: h4 (o.oo8) = 0.012
À metiita que o númeru d,e iterados aumenta, ternos
nro: hro (0.008) - 0'02 Ao fim d,e 10 anos hó' urm d'e 20 coelhos
n2o: hN (0.008) - 0.043 hn 20 anos a populaçã,o tem por aolta d,e l3 uelh'os.
Í1oo : Izloo (o.oo8) - o'1o1
Ass,i,m, a populaçã,o continua a crescer a urna tana de LlTo aproximad,amente em cada
ano, po,ra um número pqueno d,a populaçd,o ini,cial, rn(N a tona d,e crescimento abrand,a à'
medid,a que a populaçõ,o aai, send,o cada l)ez ern maior número.
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Veremos, no decorru do estudo, que a dinâ,rnica da função logística é muito mais
complexa do que a do modelo exponencial. Estudemos...
Capítulo 2
Conceitos básicos em iteração
2.L Retratos de fase
Uma imagem vale mais do que mil palavras. Esta afirmação não podia ser mais verda-
deira com o contributo dos retratos de fase. Estes permitem-nos ter uma visão imediata
da dinâmica de um sistema, do movimento gerado por um ponto inicial quando sujeito
a sucessivas iterações de uma função. Um retrato de fase é, então, um diagrama que
representa possíveis posições iniciais e setas que indicam a alteração/movimento dessas
posições sob iteração da função.
Exemplo 2.L.L Seja Í (*) : 12. Na figura squinte encontra-se unxa representaçõ,o grd-
fica da funçõ,o t e d,a função identid,ad,e (fi7. 2.1.1)
O domínio ila função é o conjunto d,os núrneros rea'is que representamos pela recta rvn).
Sabemos que:
> /(0):O e Í (1):1, o quesi,gni,fi,caqueO el sãofrrot - representamo-lospor d,o'i's
pontos na recta real em0 e eml (uer figura 2.1.2);
> /(-1) : L, o que impli,ca que Í" (-1) : l, para todo o n) I - uisualizamos esta
11
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F'igura 2.1. 1: Í (") : 12
si,tuaçã,o con'L urna seta de -L para l;
>se 0 ( r { L, então f" (r) tend,e para 0 à medida que n é cada aez ma,ior - d,esenha-
nxos un'La seta d,e I para 0;
>se Í > l, Í" (r) terule para íoo con't, n cada uez maior - desenhamos urna seta d,e L
para *oo, na rwta real;
)se -1 < fr < O, então 0 < Í" (") < 1 e tende para zero à, rned,ida que n tend,e para
*oo - reprsentamos por uma seta que li,ga o interuo,l,o inicial d,e núrneros negatiaos ao
respect'i,ao interualo d,e números positiaos ;
>se fi 1 -L, tem-se f" @) ) L e, portanto, a tend,er para *x - ligamos por urlna
seta o intentalo d,e núrneros rnenorel d,o que (-t), para o respectiuo interaalo d,e números
maiores d,o que I que, sob íteraçã,o da funçã,o, tend,em para |oo.
O retrato tle fase para a funçã,o f (r) : 12 é o diagrarna da fi,gura 2.1.2 e que, d,e uma
maneira si,mples mas elucid,atiaa, nos leua a i,ntui,r o fluno do mou,imento imposto pelas
sucessiuas iterações da funçã,o.
xQ. 
-x-
2.1 Retratos de Íase 13
-1
F'igura 2. 1.2: Retrato d,e fase de f (r) : trZ
Exemplo 2.L.2 Vi,sualizemos o retrato tte fase da funçã,o d,efinid,a por I @) : -r3. De
d,omíni,oR, pod,emos aisualizar unxa representaçã,o gráfica de f na figura 2.1.3 e o retrato
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F'igura 2.1.3: Í (") -- -n3
O que sabernos d,e t:
> 
"f 
(0) :0, o que si'gnifico, que 0 é ponto fino d,e f ;
> Í(-1) : L e /(1) : -1,'í,sto é, -L transfonna-se emL e uolta atransforrnar-se
em -L na segund,a ,i,teraçõ,o, assumindo alternadamente estes dois aalores nas sucessiaas
iterações da funçã,o;
> lrl > I, entõ,o as sucessiaas 'iteradas de r osc'ilam entre nqatiuos e posi,ti,üos, o,ss'u,-
-x€
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mind,o aalores cad,a uez maiores em ualor absoluto;
> lrl < l, entã,o os ualores sucessiuamente obtid,os por f oscilam à esquerd,a e à direi.ta
d,e 0, aproti'mando-se cad,a aez mais de zero.
Exemplos de outros retratos de fase de funções tão simples quanto as seguintes:





2.2 Pontos foot ou periód,icos. Órbita. Órbita 15
Z.Z pontos fixos ou periódicos. Órbita. Órbita periódica.
Deffnição 2.2.1 Seja f umafunção ece Df . Diz-se quec éurnponto fino d,e f sse
Í(c) : c'
Geometricamente os pontos fixos de uma função real de variável real são as abcissas
dos pontos de intersecção do gráfico de / com a bissectriz dos quadrantes ímpares.
Exemplo 2.2.2 Seja a funçã,o d'efi,nida emR por Í(*): 13 -3r (fi7ura 2.2.1)
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Exemplo 2.2.3 Consid,eremos, agora, a funçõ,o d,efiniila por g(r) : e" (fi'gura 2.2.2).
Dad,o que a e4uaçã,o g(r) -- r é impossíuel em IR, esúa funçã,o não tem pontos ftnos.
Graficnmente nã,o hó, intersuçã,o do gró,fico ile g corn a ruta de quaçõ'o A : r.
Teorema 2.2.4 Seja I um i,nteraalo fechado e f : I --'-- I uma funçd,o contínua. Entõ,o,
f tem pelo menos um ponto fi,ro em I.
x^3-3'x
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F'igura 2.2.2: g (r) : er
Dernonstraçõ,o 2.2.õ Seja I : fa,bl.
Se f (a) : a ou, f (b) : b o teorema fim, demonstrad,o.
suponh,amos que f (") # o e que f (b) + b e considerenl,os a funçã,o g defi,nid,a por
g (*) : Í (") - ". Esta funçã,o é contínua em la,bl por ser a diferença ile funções onttnuas
(a funçã,o Í e a funçã,o id,entid,ad.e); por outro lad,o, g(a) > 0 , S(b) < 0. Com efeito,
s(o): Í(") -a e @n'm Í(a) çfa,bl, então s@) > O; também s@): Í(b) -b e umo
Í (b) e [a,b] uem S (b) < O. Satisfeitas as cond,ições d,o teorema dos aolores intertnél,ios ou
teorema d,e Bolzano, sabernos que eúste utn c en1, [arb] tal que
g (c) :o +> Í (") -c - o +==+ Í (") : c
o que define c cotno ponto fi*o de f. I
Urna ilu,stração d.o turema pod,e ser uista na figura P.p.S
Seja / uma função. Dir-se-á que b e c são pontos periódicos de perÍodo 2 de / se
f(b):cef(c):6.
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I
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F'ígura 2.2.3: Í tem, pelo n'Lenos, uffi ponto frto " em I
Consideremos, a tÍtulo exemplificativo, a função definida em IR por y : -lx2 + lx.
Vemos que 2 é transformado em 1 e 1 é transformado em 2, que volta a ter novamente
































Figura 2.2.4: y - -**' + l"
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O conjunto {1,2} denomina-se uma órbita periódica da função. Por outro lado,
como gr(1) : 2 . A(2) : 1, vem qlre A(A(1)) : L e A(A(2)) : 2, o que significa que 1
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Figura 2.2.5: y2 -yoy
Se /(o) :b,f (b): ce Í(c): a, diremos que a, b e csãa pontos periódicos de período
3 de /. Por conseguinte,
/(/( /("))) : Í3(o): a, isto é, o é ponto fixo de /3
/(/(/(à))) : .f3 (ó) : ó, ou seja, ó é ponto fixo de /3
Í(Í(Í(c))): .f3(r) : c, o que significa que c é ponto fixo de f3.
O conjunto {a,b,c} denomina-se uma órbita periódica da função.
Por exemplo, consideremos a função definida por ! : -1.5r,2 +5.5r-2 cujarepresenta
ção grrí,fica se encontra na figura 2.2.6:
Dadoque /(1):2, Í (2):3e.f (3):1, dizemosque 1,2e3sãopontos periódicos
de período 3 de / e que o conujnto {1,2,3} é uma órbita periódicaou ciclo de período
3 de /. Por outro lado, /3 (t) : t, Í3 (Z) :2 " Í3 (3) 
: 3, ou seja 1,2 e 3 são pontos fixos
35*(3.5'x- 1 .5.x^2)- 1 .5'(35'x- 1 .5'x12)Q
2










Figura 2.2.6: !(r) : -1.512 +5.5* -2 ; Í(1) : 2 ; Í (Z) :3 ; Í(3) : 1

















Figura 2.2.7:1,2, 3 sãopontosfixos de A: Í3 (z), com Í(*): -1.5r,2 *5.5x-2
De um modo geral,
Definição 2.2.6 Dizemos que c é um ponto peri,ódico d,e períod'o n ile I sse fn(c) : ç
ou, o que é equiualente, c éumponto peri,6d,ico deperíodon d,e f sec éumponto fino de
Í".
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como<k<nou,,oqueéornesn1,o,néoperíod,opri,mitiuod,ecsenéamenorord,em
d,a i.terad,a d,e f em que c é ponto ftno.
O conjunto formad,o por c (c a Dt) e por tod,as as iteradas d,e c denomina-se uma
órbita d,e c. Assim, {c, f (c), Í2("), Í3("),...} e o órbi.ta de c.
Se, em part'i,cular, c é um ponto peri,ódi,co de peúod,o n d,e f , entõ,o aquele conjunto é
finito e dliz-se uma órbita peri,ód,ica de c.
Tem-se:
se c é um ponto periódico de período 2, então {r, /(")} é órbita periódica de c;
se c é um ponto periódico de perÍodo 3, então {", f("), f2(.)} é órbita periódica de
período 3;
de um modo geral, se c é um ponto periódico de período primitivo n, então
{", Í("), Í2("),...,,f"-1(")} é uma órbita periódica de período n de c.
Iteração gráfica
Gra,ficamente, a visualização da órbita gerada por um dado valor inicial permite-nos per-
cepcionar a dinâmica do sistema em estudo.
Sob iteração de uma função / , o procedimento grá.fico para obter os sucessivos valores
da órbita ro, f (ro) , Í2 (*o) , f3 (*o),... consiste em:
>considerar, num mesmo referencial, uma representação gráfica da função / (iterador)
e a bissectriz dos quadrantes Ímpares, recta de equação y : r;
>a partir de 16 traçar um segmento vertical até intersectar o gráfico de /. Este ponto
tem coordenadas (16, / (ro)) ;
)a partir do último ponto, traçar um segmento horizontal até intersectar a bissectriz,
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transformando, assim, imagem em objecto. Este ponto tem coordend*, (.f (rú , Í (ro)) ;
>repetir o processo a partir deste último ponto, traçando segmentos verticais até
intersectar o grá"fico e segmentos horizontais até à bissecttiz, e assim sucessivamente...
Na figura 2.2.8 é visível o comportamento da órbita gerada por r0 sob iteração de um
sistema linear do tipo Í (r) : ar, a ) 0.
0
.rg .r1 x2 x3
Figura 2.2.8: Órbita de rs , por iteração de f (r) : &n, a > 0
2.3 Pontos prêfixos e pontos prêperiódicos
Deffnição 2.3.L Seja f uma funçã,o e c e D1.
Diz-se que c é um ponto pré-firo d,e f quando eri,ste M tal que f"+t(c) : Ín(c),















Exemplo 2.3.2 Em Í(n):4r(l-r), tem-seL-l *0-*0--0 ---+..., olt seja,L,
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é um ponto pré-fino: ao fi,m d,e duas iterações de f fi,ra-se no ponto 0. Com efe'i,to, para
tod,o o n2 2, temos Í"+'(+) : Í"(L) : O
Na figura 2.3.1 pode uer-se a órbi,ta gemda por:Lo : \i na frOura 2.3.2 pod,e obseraar-se
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Figura 2.3.2: Segund,aiterad,a d,e f , com Í (*): ar$- r). Obseraa-se quel (f (+)) :0
Definição 2.3.3 Di.z-se que c é um ponto prê-períód,ico com período k se existe M tal
que, po,ra tod,o n2 M se tem f"+k(c) : Í"(c).
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Exemplo 2.3.4 Em g(r) : lz - 1l tem-se a sequência
-3 + 4 --+ 3 ---+ 2 ---+ 1 + 0 --+ 1 --+ 0 --+ 1 ---+ ..., o que signifi,ca que, após
quatro iterações, (-3) cai numa órbi,ta de períod,o 2. Com efeito, pam tod,o o n ) 4,
temos g"+2e3) : g"(-3).
Nafigura 2.3.3 pod,eaer-se que 0 ---+ 1---+0--- 1-'0--* -..) o que signifiu, queo el
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Figura 2.3.3: g (r) - l" - 1l i no : 1
Na fi,guru 2.3.1 aisualizamos as primeiras iteradas para o uolor inicial 16 : -3 e a
sua @naergênc'i,a para a órbi,ta {0, U. Entõ,o, -3 é um ponto pré-periódáco de g enm
períod,o 2.
Na figura 2.3.5 estó, representad,a a quarta iterada a" S (Sn), onde estó, patente a pú-
peri.oiliciilade de rs - -3, unla aez que 94 (-3) : L e sabemos que I é ponto periód,i.u ile
s.
Apenas por curios'idade, repare-se que se fr e 10,\1, entõ,o g4(r,) : r, isto é, todos os
pontos d,o interaalo [0, 1] sõo pontos finos d,e ga.
1,'
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Nota 2.3.6 Na língua inglesa estes pontos sã,o denominados tteaentually fired pointstt ou
tteaentually periodi,c poi,ntst'. Cons'id,erá,mos inicialmente, numa traduçõ,o i,mediata e gros-
se,ira, os termos ttpontos euentualmente firostt, respectiaamente ttpontos eaentualmente pe-
ri ódi,costt. Contud,o, con1, o d,ecorrer do estudo, sentíamo-nos cad,a aez mais desconfortó,aei,s
com aquelas d,enominações, urna uez que, na língua portuguesa, o sentid,o é o d,e aquele
ponto poder u'i,r a ser, ou não, um ponto ftxo, respect'i,uamente peri.ód.ico. Ora nã,o é este
o unceito que querenxos transmitir, antes pelo antrá,rio. Cad,a um d,aqueles pontos cairá,,
mak ced,o ou mais tard,e, nunt, ponto fiio, respectiaamente periód,ico. Daí optarmos pela
denomi,naçõ,o pontos ytté-firos, respect'i,aamente, Tnntos pré-peri'ódicos.
2.4 Conjunto estável de um ponto e conjunto estável do
infinito
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g, entã,o (-3) diz-se um ponto pré-periódico de g.
converge pa.ra c, então dizemos que a trajectória de r (r e DÍ) tende assimptoticamente
para c.
Definição 2.4.L Seja c um ponto peri,ódi.co d,e período k de uma função f . O conjunto
d,e tod,os os pontos cuja trajectória se aprorima assimptoticamente de c d,enomina-se un-
junto está,ael d,e c e d,es'i,gna-se porW"(c).
Simbolicamente,
()
W" ("): lr e Ds : lim /"fr (a): " (t e X) lt Í,++oo )
Se a sucessão lrl,l/(r)1, lÍ2(")l,l/3(")1,... tende para *oo, então a trajectória de r
segue assimptoticamente para infinito e o conjunto de todos estes pontos diz-se coqiunto
estável do infinito. Escreve-se W'(oo).
Exemplo 2.4.2 A funçõ,o d,efinida por f (r) : -fiS tem d,ois pontos peri,ódicos de período
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I,7" (0) :l - 1, 1[ ; W'(-1) - {-U ; W' (L) - {1} e, também,
Ws (co) -] - oo, -1[U]1, *oc[
No exemplo agora referido assumimos naturalmente que se um ponto pertence ao con-
junto estável de um ponto periódico, então nã,o pertence ao conjunto estável de outro ponto
periódico. Com efeito, esta assunção é lÍcita pelo teorema que passamos a demonstrar.
Teorema 2.4.3 Os unjuntos estdaeis de dois pontos periódi,cns distintos nã.o se'i,ntersec-
tam.
Demonstraçáo 2.4.4 (por rd,uçã,o ao absurdo)
Hipótese: Sejam cr e c2 d,ois pontos periúdi,cos d,istintos de uma funçã,o f , d,e períodos
k1 e k2, respect'iuamente.
Tese: W" (cr) n W" (c2) : s
Neganilo a tese ossum'i,mos que W" ("r) n W" (cz) f a. Assim, seja
r eW" (rr) n W" ("2), isto é, x e Ws ("r) 
" 
r e W" (c2).
Entãn, pam cad,a e > 0 existem M1 e Mz tais que pa,ra
n) Ml setemlÍ"k,(r) - "rl . fi eparan) M2 setemlÍ"k,(r) - "rl. fl; esmlhend,o
M : má,r{Mr,Mz} aerifica-se sirnultanea,mente, paran) M, quelf"k'(r) -"rl < fi e
l|"k'1x)-"rl<2.
Ora, lq - "zl: lc1- fnhkz + Ítuhk2 - czl S 
(Desigudd,ad,e Tbi,angutar)
í 1", - 1nkúzl + | ;"0'o' - czl <
\1'Tr-c
Mas, send,o aerd,ad,e que para cada e ) 0 se tem lc1 - "rl < e, entõ,o c! 
: czt o que é
impossíuel, por hi,pótese.
2.4 Coniunto estó,ael d,e urn ponto e enniunto está,ael d,o infinito 27




Neste capítulo começamos por introduzir a definição de caos que se deve a Robert L.
Devaney [11].
Deffnição 3.0.5 á funçã,o f : D --+ D é caótica se se aeri,ficarem sirnultonu,mente as
se4ui,ntes condições:
a) os pontos peri,ódios ile t são densos em D
b) Í é topologicnmente transitiua
c) f apresenta sensi'bi'liilad'e às cnnd,ições i'niciais.
Iremos demonstrar a existência de caos paxa a função logística, usando funções por
troços e a conjuga4ão topológica. Neste capÍtulo estudaremos os conceitos associados a
esta definição num plano geral.
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3.1 A diferenciabilidade nos sistemas dinâmicos
Teorema 3.L.L (Unicid,ade d,e um ponto fiao)
Seja f umafunção di,ferenciá,ael emla,bl 
" Í ([",ó]) cla,b) elÍ,@)l<1, paratod,o o
ualorderela,bl.
Então,
a) f tem um úni'u ponto ftno em la,bl e
b) n * a + lÍ@) - Í@l < lr - ul,Vn,y e la,bl
Demonstração 3.1.2 Hipótese: f é uma funçõ,o di,ferenciá,uel em [a,bl,
lÍ'@)l < 1,Vr e [o,ó] i t,U e [a,bl, r ly @em perd,a d,e generalid,ad,e, sejar <u)
Tese: b) lÍ@) - Í@)l < l" - yl
Por f ser d,iferenció,ael em {a,bl, então f é d,i,ferenci,á,uel em [x,y] ([r,y) c [",b]) .
Pelo teorema d,o aalor méd,io ou d,e Lagrange [15J estó, garantid.a a erktência d,e, pelo
rnenos, wn ponto c €. [r,g] tal que Í'(") : ÍIF;M Entõ,o, porque
lÍ' k)l < t (hipótese) uem
lry='l < 1 -+ lÍ@)-/(,)l < ly-,|<+ l/(r) -Íti,l < lr- yl , como
qu etí arn o s d em o nstrar.
Tese: a) f tem um único ponto ftxo (d,emonstraçã,o por rd,uçã,o ao absurd,o)
sabemos que unxo, tunção untínua em [a,bl (com Í (la,bl) c la,b]) tem, pelo rnenos,
um ponto fino nesse i,nterlalo (2.2.0. Então, @rno a funçã,o dad,a estd nestas cond,ições,
seja p esse ponto ftno. Pretendemos proaar que esse ponto p é único. Se houuesse outro
ponto frco, q, ter-se-,ia
lp - ql: @efini,çõ,o ite ponto fino)
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l/(p) - /(q)l < (d,emorutraçã,o anteri,or)
< lp - ql, o que é impossíael.
Assi,rn, a função tem, naquelas undi'ções, um únio ponto fi,xo em la,bl. a
Teorema 3.L.3 Seja f uma função iliferenci,á,ael e tal que a sua funçõ,o d,eri,aada, tt , é
uma função contínua. Seja p um ponto fwo d,e f .
S" lÍ,@)l < l, então eri,ste uma uizinhança de p untida no coniunto estúael d,e p
(w" (p));
se lÍ'(p)l > l, entã.o eriste uma aizinhança d,e p na qual tod,os os pontos d,istintos de p
d,eixam d,e periencer àquela uiànhança, sob iteraçã,o d,e f .
Pode ver-se demonstraçao em [17].
Deffnição 3.L.4 Seja c um ponto fwo d,e t
Se lÍ'(c)l f L, então c dirse um ponto fi,to hiperbóliu d,e Í . S" l/'(")l 1L, c dli'*se
um ponto fi,ro atrv;ctiüo ou otroctor; selJ'@)l ) L, c d,'i,z-se uÍn ponto fwo rcpu)siuo ou
tepulsor.
Se lÍ'(c)l : l, entã,o c d,iz-se um ponto fino não híprbólien ou utn ponto ftxo neutro
de Í-
Exemplo 3.L.5 Para Í (r) :0.7r, ternos l/'(0)l < 1" e 0 é um ponto fito atractí,uo- Na
frgura 3.1.1 é abíael a conaergênc'i,a para 0 d,e uma órbi'ta gerada, @Íno eÍeínplo, pot
fro: -4.3.
Send,o Í (r) : -L.}r, temos l/'(0)l > l- e 0 é um ponto repu,lsiao (figu* 3.1.2).
Deffnição 3.1.6 seja f uma funçã,o d,iferenció,uel e c um ponto periód'ico de f um
período pri,mitiao n.









Figura 3.1.1: f (s) :0.7x ê. Ío - -4.3 ; 0 é um ponto ftc,o atractiuo ou u,nt. atractor
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Figura 3. 1. 2: f (c) : -1.3r ; Ío : -10 ; 0 é um ponto ftro repulsiao ou urn rcpulsor.
Se l(Í")'(c)l I L, então c d,i,z-se um ponto peri.ódico hiperbólico de f . No caso d,e se
ter l(f")'(c)l < L, " é um 
ponto periód,iu atractiuo ou atrnctor d,e f ; se l(f"),(c)l ) !, c































Se l(f")t(c)l: L, c é um ponto peri,ód,i,u não hiperbólico ou neutro d,e f .
3.2 Sensi,bi,lid,od,e às ennd'ições iniciais 3g
3.2 Sensibilidade às condições iniciais
Deffnição 3.2.L Diaemos que urna fanção Í : D ------ D é sensíuel às und'ições inici'ais
seeri,stepelomenosumualor6>0talque,paro,u'd,ar(reD)emd,ae)0e'si,steum
y (y e D) eumnúmero naturaln tal quel"-Ul<e elfn(r)- Í" (y)l > ô.
Em termos práticos, a sensibilidade às condições iniciais implica que, se estivermos a
usa,r uma função iterada sucessivamente para modelar um comportamento a longo prazo,
por exemplo, o crescimento de uma população, e a função for sensível às condições iniciais,
então um pequeno erro numa medição inicial pode resultar em grandes diferenças entre
o comportamento/resultado esperado e o comportamento/resultado que se obtém pelo
modelo. Este aspecto é muito importante dado que, em termos físicos, qualquer medida
comporta erros e a possibilidade da existência de sensibilidade/dependência do modelo às
condições iniciais porá em causa a utilidade do próprio modelo.
Na figura 3.2.1 pode visualizar-se a iteraçao gráfrca da função definida por y : 1.5r,
sobre um valor inicial (esquerda) e sobre um intervalo de valores iniciais (direita); um
pequeno desvio é arnpliado durante o processo iterativo pelo factor 1.5, mas o erro acumu-
lado é previsível e controlado. Apesar da ampliação de pequenos desúos iniciais, o sistema
não é caótico.
Na figura 3.2.2 observa.se o fenómeno da sensibilidade às condições iniciais de uma
forma inequÍvoca. É visível (imagem da esquerda) a considerável ampliação de um pe
queno intervalo inicial, após algumas iterações da função. Continuando o proces§o itera'
tivo aquele intervalo iniciat expandir-se-ia por todo o intervalo unitrírio. Na imagem da
direita foi considerado um intervalo inicial de menor amplitude, sendo já observável a sua
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Figura 3.2.L: Iteraçãa de y : 1.5r. Esquerda: um só valor inicial; direita: um intervalo
de valores iniciais.
amplia4ão ao fim de algumas itera.das
Í0
Figura 3.2.2: Sensibitidade às condições iniciais. Esquerda: um pegueno desvio é ampliado
substancialmente no decorrer da iteração; direita: iteração de um intervalo de valores
iniciais ainda mais pequeno.
Pelos exemplos apresentados percebemos que uma função sensível às condições iniciais
amplia por iteração qualquer intervalo arbitrariarneute pequeno de valores iniciais, o que
reforça a ideia da importância/utilidade de um determinado modelo matemático, pela sua
frabilidade.
A sensibilidade as condições iniciais só por si não implica imediatamente a presença
de caos. Com efeito, no primeiro exemplo (figura 3.2.1), qualquer desvio é ampliado
o
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no decorrer das sucessivas iterações, mas êo de forma previsível e controlada; o sistenra
apresentado é sensível às condições iniciais, mas não é, de todo, caótico. No segundo caso
o modelo apresenta sensibilidade as condições iniciais e sugere um sistema caótico (fiSora
3.2.2).
Passemos a explorar, agora do ponto de vista numérico, cada uma das situações ex-
postas.
3.3 Expoente de Lyapunov
QuaI a influência das sucessivas iterações de uma funçã,o sobre um erro inicial? Como medir
esse desvio? Vejamos alguns exemplos com os sistemas dinâmicos lineares e logísticos.
Sejam o sistema dinâmico linear definido por U : lar (considere-se k > L) e 16 um
ponto inicial. Ao fim de n iterações temos Ín : knfro. Se considera,rmos a existência de
um erro inicial € : Dg, o nosso primeiro elemento a transformar será
uo:fio*eetemos
ar : y(no*e) : k(ts *e) e o erro obtido no final da primeira iteração é de
EL: aL - ÍL: k(rs * e) - krs: ft6
u2: y(u) : k2(ro * e); o erro no final da segunda iteração será igual a
Ez : uz - fz -- t'(*o + e) - kzxs : k2e
un: y(un-1) : k"(ro * e); é simples constatar que o erro é agora
En - kne
Como/c>1éfácilperceberque,aofimdeniteradas,odesvioinicialeéampliado&"
vezes. Por exemplo, na tabelalfrgaru 3.3.1 encontram-se os valores relativos às iteradas
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sucessivas de um modelo linear com k:2 (y:2*), rro :0.1 e 6: Eo :0.001. Com
efeito, na 8.' iterada o erro obtido é igual a28 x 0.001 :0.256.
erro iníciâl= 0.001
xn+1=f(xnl f(xn+enl-f(ml ite ra da Untln( lEn/Eoll
O,L 0,002 1 o,693L47t81
o,2 0,m4 2 0 693147181
o,4 0,008 3 0,693147181
0,8 o 016 4 o,693t47181
1,5 0,032 5 0,693147181
3,2 0,064 6 q693147181
6,4 o,LzA 7 o,693t4718L
12,8 0,256 8 q693147181
Figura 3.3.1: / (r) :2r i ,o : 0.1 ; e : Eo: 0.001
Não é difícil perceber que ao fim de 1,2 iteradas o erro seria igual a 4.096 :212 x0.001.
Assim, num sistema dinâmico linear o desvio pode ser tão grande quanto se queira.
Contudo, percebemos que este é um erro controlado. Em cada iterada sabemos perfeita-
mente qual o desvio relativamente ao valor esperado.
Consideremos, agora, o modelo logístico A : o,r(L - u) com a: 4 e um valor inicial
ro:0-202. Vejamos o que se passa ao introduzir um pequeno desvio àquele valor inicial.
Tomemos um erro igual a 0.000001 : e e Írcompanhemos a evolução do valor absoluto do
desvio (En: lu" - x"l) em cada etapa da iteração (ver tabela/figura 3.3.2)
Repare-se que pa,ra as primeiras iteradas de us : rs * e : 0.202001 o erro mantém-
se muito pequeno, muito próximo de zero, apesar de, em valor absoluto, ir aumentando.
Contudo, a partir de uma certa ordem, aquele valor absoluto do desvio passa a assumir va-
lores muito maiores e desordenad.os, erráticos. Esta evolução é característica dos sistemas
caóticos.
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x erro inicial= 0.üxxrc1
xn+1=f(xn) lf(xn+en)-f(xn)l iterada Un*tn( lEn/Eol)
^'rn') ) ?aÁç_nç, 1 n LRR77RO71
^ 
ç./t /l-ra/l ) -tç,1?Aç-nA ') a E-n1aÉ.-1-r-l)
í-t 01Â1 çn?7? q 1q?n?F-nÂ 2 n -r20À a1 710
n ?n-I)7ELr,-l n Ê,R)zL)?â)
n cç1 
^)o,n-17
2 OO/taqtr nC, q, i -7?7n1R-7)\
n qnqqqnqR? 1 0n227tr_nÂ ç, a 1n7)711R7
n qqqRqÂ/.q? 1ç.112)ç_nE -7 n ?RqqaRn?\
n nnnq741 1 1 2 
^A1nq.tr_nç,
a N Á?ÂRARÂÂR
n nn110q.1tq n nnnl?1naa q n q?,?q4qq?R
n nnol Eor2 n nnnrTçq?Â 1n o €.,1ãa.ÃÃ)Ã1
^ ^2C2^'r1A
n nn1-rç^ÂoÀÀ 11 n Â7qÂ7aqq?
n 1 200?71 7Q -) ã -t112q7tÂ2
n L91 Á1 qnqT n nnnQÁ1r(,Q 2 n qlqcaÁ??Â
ô 11Í12r222.ÀÃ n (e1 (?n7Â?
n rrrrE (1Â20/l n n12ç,21t717 1q n â"a.)noRR,a,
í-'r í1')1O/24(,E n nç.1 n2nnQl 1Â n c-r-rç1nç,ç,
n noEaÁo-)Q7 n 1 EaÂqÂQ7Q 1-t
n 212014-lAO n 12çâaqnR? 1R a ec.eÂaiÀç.)
n aÂ1áo)noç n aR\)aL-7R 1q n ÂaÂQÂ^áç,.dQ
a All)A?9Â') 1n n Â,aa?2enQ?
o 17)A.\Ã7qq )1
a ooR.)?)oR7 n ç.<oÁoof Â ))
n oa)Âq7)9, n a20ÂÂ('ççQ )7 n qq?n76á.7Â
^ 
1'rç,aç,?12 n 21n?1?cl1 )^ n q?ÂRRqolq
^ 
/1 ll'l EalOç,4 n ç?n1qq?o ?q o \)7)LO?.17
n oaÂ2r02?o n a?eáq1 ?Âq )R n E'lQo?l(.q.1
n nç,2a(7?? n 17??qR?1q 1-l n ÂAR-?AO'})O
n tn2e?Âe?q n ç?n7?q??? 1a
Figura 3.3.2: ro :0.202 ; e : 0.000001. A linha colorida realça a primeira iterada (17)
em que o erro acumulado ê maior, em valor absoluto, do que 0.1 .
3.3.1 Análise da propagação do erro
O fenómeno da sensibilidade de um sistema às condições iniciais ê uma qualidade que
carac,teriza os sistemas caóticos. E como quantificar essa maior ou menor sensibilidade do
sistema? Ou seja, perante uma pequeníssima alteração as condições iniciais de um sistema
num determinado ponto, como medir a propagação do erro cometido?
Uma das técnicas para medir a propagação/evolução do erro é comparar, em cada
etapa, os valores reais da função e os do erro. Por exemplo, no ca.so do iterador linear
U :2r , com Ío : 0.1 e e : 0.001, temos
*: #*: h: %991 :0.01 (constante).
,t n1-r)^tr nÉ A
1Â
n oo70277tR n c.1 À 1aq,tç,o
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De uma forma geral, nos iteradores lineares U : kr temos
**h: #h: fi (constante)
Ao valor assim calculado chamamos etro relati,ao.
Por outro lado, avaliemos a propagação/evolução do erro relativamente ao inicialmente
cometido. Debrucemo-nos, novamente, nos sistemas lineares (y : kr, /c > 1). Repare-se
que, neste caso,
l* I : l'e* l: r, ou seja, o erro cresce por um factor de k.
Voltando ao iterador quadrático (y : 4r(7 - fr)) ,lembramos que nas primeiras itera-
ções o erro não apresentou grandes variações mas, a partir de uma certa altura, os valores
absolutos dos desvios relativamente aos valores esperados variavam de forma irregular, tão
depressa assumindo valores infinitesimais ora assumindo valores perto da unidade... Para
estabelecermos alguma possível relação no que pretendemos estudar, façamos algumas
experimentações com determinados valores iniciais (ro) 
" 
erros cada vez mais pequenos.
Repetindo a experiência descrita em Peitgen [21], tomámos para valores iniciais 0.202,0-347
e 0.869 e considera,ndo, para cada um destes valores, os erros 10-3,10-4,10-5 e 10-6, re-
gistrí"rnos (tabela/figura 3.3.3) a ordem da primeira iterada em que o erro acumulado, em
valor absoluto, ultrapassou o limiar de 0.L .
Constatamos que para um valor inicial igual a 0.202 e para um erro inicial igual a
0.001, foi na 9." iterada que o erro acumulado atê aí ultrapassou o patamar estabelecido
de 0.1 . Já para um erro inicial de 0.000001 (para o mesmo valor inicial) aquele limiar foi
ultrapassado apenas na17." iterada (ver tabela/figura 3.3.2).
Vimos que, num sistema linear, l+l : k', que vem do facto de, em cada iterada, o'lI,oI
erro ser ampliado por um factor k. Vamos supor que esta relaçã,o se verifica para outros
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sistemas, ou seja, que o factor de ampliação do erro, em ?z passos, ê kn. Assim, se souberÍno6
quanto a l+l podemos dizer que, em média, o erro cometido em cada 
passo foi a,rnpliado
pelo factor Ic, com k: "\fl?r,l: l#-l*.
Podemos obter uma expressão equivalente para determinação de /c, aplicando logarit-
mos naturais à iguatdade l*l : Ic'' surge a relação matemática' ln (lfrD : hlc' que é
equivalente t t (lfrD : nlnk' Dividindo por n podemos escrever
I6 ErroEo iterala-n EnoEn +kl*
0.202 0.001 9 0.25622 0.6t623
0.202 0.0001 ll -0.t2355 0.64720
0.202 0.00001 15 0.25730 0.67703
0.202 0.000001 t7 0.15866 0.70438
0.347 0.001 7 -0.1233r 0.68781
0.347 0.0001 1l -0.18555 0.68417
0.347 0.00001 15 0.3 1390 0.69028
0.347 0.000001 l8 0.19490 0.67668
0.869 0.001 8 -0.25072 0.69054
0.869 0.0001 l0 0.14068 0.72491
0.869 0.00001 t3 0.11428 0.71876
0.869 0.000001 18 0.32095 0.70439
Figura 3.3.3:
*,"(fr|) :'*
de onde concluÍmos que /c: "*t(fr1)
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Os valores obtidos por j h (lgt D podem observar-se na tabela 3.3.8 (coluna da direi-
ta) e reparamos que são quantidades aproximadas de 0.7. Adoptando este valor obtemos
0.7=lnkekxeo'7x2.
Assim, podemos assumir que pequeno.s erros duplicam, aproximadamente, em cada
iteraçã,o do iterador quadrático definido pot y: 4r(7 - r).
Nota 3.3.L Retorcernos que esta d,upli,caçã,o aprorimad,a ocorre apeno.s em médi,a e quand,o
os en'oE sd,o suficientemente pequenos. Ma'is aind,a, paru alguns aalores i.niciais d,e r os
pequenos emos inic'i,ais nã,o sã,o ampliados, para outros aalores iniciais aqueles erms qua-
d,ruplicam. Por exemplo, para ualores iniciais próúmos d,e r : 0.5, o erro acumulad,o
nas sucessiuas 'i;terad,os é comprimido; para aalores prórimos d,os ertremos d,o intertalo
unitó,rio o erro é ampliado por factores até 4.
3.3.2 O Expoente de Lyapunov
O resultado anterior prende-se directamente com o conceito de Expoente de Lyapunov
À (ro) . Este valor quantifica o crescimento médio de erros infinitamente pequenos relati-
vamente ao valor inicial rg.
O método experimental utilizado dá-nos uma perspectiva sobre o evoluir do erro por
iterada, mas não é, obviarnente, nem prático nem rigoroso e é limitado em termos com-
putacionais. Procuremos outro processo que nos mereça confiança.
Assumamos que podemos trabalhar com erros iniciais .Eg, arbitrariamente pequenos.
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*'(al)
Como podemos estimar os factores de ampliação do erro em cada iteração?
A expressão l?l ,r*rz o quanto um pequeno erro Di em r;, a i-ésima 
iterada,
é aumentado (ou reduzido) na iteração seguinte. Este factor de ampliação do erro é
independente da grandeza desse erro -86. Esperamos que se considerarmos $ u* "t"o
em Íí1 o erro em Ír+1 seja $. Assim, será indiferente utilizar o valor exacto E; on
outro qualquer valor 6 para um erro arbitrariamente pequeno. Esclareçamos este ponto de
vista utilizando a função logÍstica definida por / (z) : 4x (L - r) ' em que consideraremos
Ei: e o erro emfri, ou seja, lt:q,*e. Então, o erro E;a1 emfrl+t é dado por
Er+r: Í @r+ €) - Í (*):
: 4(u+ e) (1 - (u + e)) - 4ti(1 - r;) :
: 4e (l - zni) - 4€2
Temos, então,
,+ : +:4(1 _ 2ri) _ 4e
Como e é arbitraria,rnente pequeno,
BiL=4(L-216),
o que significa que este quociente (factor de ampliação do erro) é independente do erro
Ei: e, tal como prevíamos.
Desta for.rna, fi,rando um aalor arbitrari,amente pequeno para urn erro e, estimamos
o factor ile ampliação d.o erco d,ad,o por l+1, para erros iniciais Es muito 
pquenos
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que nos permite calcular o expoente de Lyapunov de uma forma fiável, mas aproximada,
pela média de factores de ampliação do erro sobre um largo número de iterações.
No quadro/figura 3.3.41 estão registados os valores numéricos do expoente de Lya-
punov, obtidos desta forma, pilâ os valores iniciais anteriores h:0.202,fr0:0.J4T e
zo :0.869; o erro considerado em cad.a iteração foi de 10-3.
Caos
Deste modo, a expressão

























Figura 3.3.4: f (r) :4r(1- r)
Observamos o que acontece para r0 : 0.202 - à medida que aumenta o número de
iterações, o expoente tende para 0.693...; o mesmo sucede para os valores iniciais ro :0.347
a frs:0.869. De facto, o expoente converge para ln2:0.6g314... com n a tender para
oo. Podemos escrever, entã,o,
rValores extraÍdos em Peitgen [21]
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À (0.202) : ln2; À (0.347) : ln 2; À (0.869) : ln2
e obtivemos um modo de "medirrr a sensibilidade às condições iniciais do iterador
quadrático.
O expoente de Lyapunov À (16) permite identifica,r, num sistema dinâmico, um com-
portamento instável ou caótico de um outro estável e previsÍvel e, ainda, medir essas
propriedades. Para um valor grande de À (zs), com À (ro) > 0, verifica-se também uma
grande sensibilidade do sistema a pequenas altera4ões das condições iniciais.
O expoente de Lyapunov tem uma aplicação generalizada na identiflc4fu, evolução e
medição de comportamentos caóticos de sistemas dinâmicos.
O expoente de Lyapunov para funções diferenciáveis. Retomemos a e:<pressao
*'(+D=**i-(,"l+D'emque*:W.Se"ffordiferenciávele
fizermos e : Eo - 0, pelo cálculo infinitesimal podemos escrever
ilX* : Í'(t*t)
Então,
,lB,*,8 (,'lfrD = it (* l,1'=, (?)D : *LLn l/'(q-1)l
Sendo ?z um infinitamente grande positivo, obtemos o expoente de Lyapunov para
fu nções diferenciáveis:
,liT- (*f m l/'(zt-r)') : ^t^'
Vejamos, ainda, o caso particular do expoente de Lyapunov em pontos periódicos de
funções diferenciáveis.
Se re é ponto periódico de perÍodo m (m > 0), temos o* : Í^ (ro) : ,o "
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À (16) : ,litt (*á,"",-,)
: ,rr." (* t +",-,) :
, com a;: lft (16)l
n factores















: *D h l// (c6-1)li:t
Assim, se í16 é um ponto fixo (rn: 1), então À(ro) : lnl.f,(zo)l;
se Íf,s é um ponto periódico de período 2 (m :2) , então o expoente de Lyapunov é
dado por
À (ro) : i 0" lÍ' @o)l+ rn l.f'(rr)l) : À (rr)
No caso do iterador quadrático U : rfr(l - "), eom yt 
: r - 2rx (, > 0), temos
À (co) : ,llg*áh l/'(c6-1)l :
,ligtá h lr - 2rri-11 :
,]gL*É (lnr * ln l1 - 2rial) :
,llT-*(" x lnr * f r" 1r - 2ri-11) :
n-L:lnr* lim ]lhl1 -2*il. n+]-cnn i:O
Como Í0 : 0 é um ponto fixo do iterador quadrático referido, temos
À (0) : lnr e À (1) : lnr (x: L é um ponto pré-fixo em 0).
Parar:4,entãoÀ(0):À(1):ln4=l.3g,oqueindicaainstabilidadedestespontos
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fixos. Este resultado marrtém-se para todos os pontos pré-fixos nestes; pa,ra a maioria dos
outros valores do intervalo unitário o expoente de Lyapunov é À (r) : ln2 ar 0.693.
3.4 Tlansitividade topológica
Deffnição3.4.LAlunçãoÍ,D-Détopolog'i,camentetransitiaase,pa,raqua'i,squer
onjuntos abertos U,V c D, miste um ualor k (k > 0) tat que Ík (U) nV * a.
Equiualentemente, f é topologicamente transitiua em D se para quaisquer dois pontos
x, e y de D e qualquer € > 0, ed,ste um z (z e D) tal que lz - xl < e " lÍ" @) - yl < e
para olgum n.
O que carwteriza uma função topologicamente transitiva é o facto de ser possível,
a partir de uma qualquer vizinhança e sob iteração da função, alcançar qualquer outra
vizinhança do domínio.
Exemplo 3.4.2 Consid,erernos a Junçã,o definiila por f (r) :4r(l-r) e d,iuàdamos o
interuoho unító,ri.o ern l0 subi,ntentalos iguais,l* : [H,*!] , f :1,2,." ,10.




Interualo Intert;ohos atingid,os em ud,a iterução
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Na primeira iteração foram atingid,os os sub,i.nterlalos 14, 15,16 e 17; com a segund,a
iteração toi alcançad,o, apenas o subinterualo lrc; rnos corn as terceira e quarta iterações
foram abrangid,os os restantes sub'i,ntertsalos 11, Is,Ig e Is. Assim, bastaram quatro,i,tera-
ções d,o interaalo [0.1,0.2], por Í, para que todo o interlalo uni,tô,ri,o fosse percorrido.
Obteríamos um resultad,o anó,logo se inici,ó,ssernos corn outro dos subinteraalos ou se
tiuéssemos subd,iaidid,o o i,ntertalo uni,tó,rio em 100 ou 1000 ou ainda mais subinterlalos:
os pontos do subinteraalo inicial teri,am passad,o, ao fim d,e algumas iterações, por tod,os
os outros sub'intertalos, percnrnendo todo o interualo unitário.
É esta a caracterÍstica de uma função com transitividade topológica ou miri,ng -
rrmixing is if we can get everywhere from anywhere" [21].
Na figura 3.4.1 podemos ver dois pequenos intervalos I e J e podemos seguir a itera
ção de um ponto inicial em f cuja 1.1." iterada é um ponto de J.
Medindo a Tlansitividade Topológica Escolhendo alguns pontos iniciais de um pe-
queno intervalo .I e seguindo as suas órbitas podemos verificar se atingem o intervalo alvo
J. Algumas órbitas alca"nçarão J mais rapidamente do que outras assim como haverá
órbitas iniciadas noutros pontos de .I que nunca chegarão a J.
Consideremos (Peitgen [21]), por exemplo, L0000 pontos iniciais, igualmente espa{ar
dos no intervalo .I e sigamos as suas órbitas até atingirem o intervalo J sendo, então,
rejeitadas. As órbitas que permanecem depois de um certo número de iterações são as
órbitas sobreaiuentes. Quantas órbitas sobreviventes haverá após, por exemplo, 100 itera-





Figura 3.4.L: y:Ax(L -c). Thansitividade toplógica: a iteração sobre um valor inicial
do intervalo f percorre/atinge todo o intervalo unitário. Para cada intervalo J existe um
ponto em / cuja órbita atinge J. No exemplo, 1L itera4ões foram suficientes.
A escolha dos intervalos é, obviamente, fundamental para encontrarmos alguma re'
lação. Com efeito, poderÍamos escolher dois intervalos / e J de tal modo que todas as
órbitas atingiriarn o intervalo J logo na primeira iteração, o que não não tem qualquer
interesse. A*sim, consideremos .[, um intervalo suficientemente pequeno, e J de tal modo
que haja pelo menos algumas dezenas de iterações antes de alguma das órbitas permanecer
em J. Por exemplo, seja.rn
I :10.2,0.2+10-11] e J: [0.68,0.69]
Com estes intervalos observou-se que
- durante as primeiras 36 iterações nenhuma das 10000 órbitas iniciais atingiu J;
- na 37.o iteração houve 63 órbitas a alcançar J;
Caos
- depois, mais 63 órbitas, 62, 63 e assim por diante.
Quando o número de órbitas sobreviventes reduziu para cerca de metade do número
inicial (10000) esperavarse que o número de órbitas sobreviventes por itera4ão decaísse
também para cerca de metade. Com efeito, após 133 iterações o número de órbitas se
breviventes passou de 5037 para 5006 (decréscimo de 31 órbitas). Este resultado sugere
que haja um decrescimento geométrico/exponencial do número de órbitas sobreviventes
(S (")) relativamente a,o número de iterações n. Essa relação é dada por
S(n) : So x e-nlr em que ^9s é o número inicial de órbitas e o valor de r pode
representar uma estimativa do número de iterações necessárias para reduzir o número de
órbitas sobreviventes por um factor de lle = 0.368; ao valor representado por r damos
também o nome de tempo méd,i,o de aida das órbitas.
Neste caso, depois de um perÍodo inicial transitório de 36 iterações, o decrescimento
linear dos valores de ln,S(n) em função de n e os dados
S(100):6346 e S(600) :L7L,
permitem obter
lnS(z) = -0.00723n*9.478363 <+ S(n) = "-o.N723n xLZ0T4
Neste caso, o valor de r = 138 (r : l/0.00723) o que significa que por cada 138 iteradas
o número de órbitas sobreviventes decresce à mzãa de L/e. Esta taxa depende da escolha
do intervalo alvo J.
Podemos resumir esta experimentação da seguinte forma: a informação inicial contida
no intervalo 1 mantém-se para um certo número de iterações, dependendo da amplitude
e localização desse mesmo intervalo; depois o sistema esquece totalmente a informação
relativa aos dados iniciais (por exemplo, a proximidade inicial das órbitas) e verifica-se
3.4 Tfansitivülad,e topolóqica 4e
uma queda exponencial do número de órbitas sobreviventes.
A tra,nsitividade topológica tem uma presença indiscutivelmente forte no iterador
quadrático definido por U : 4n(l - c). Como vimos a,nteriormente, 15 ([0.1,0.2]) : [0, 1],
isto é, bastaram 5 iterações do intervalo [0.1,0.2] para cobrir todo o intervalo unitário. Mais
ainda, cada ponto do intervalo unitário tem um original/objecto em [0.1,0.2]. Partindo
de outro intervalo inicial, por exemplo, [0.15,0.20], intervalo com metade da amplitude
do anterior, também verificamos a sua expansão sobre o intervalo unitário após algumas
iterações. Quantas? De uma forma mais geral, qualquer subconjunto arbitrariamente pe-
queno tem, nos sucessivos pa.ssos do processo iterativo, a sua expansão sobre o intervalo
[0,1] ao fim de algumas iterações. A pergunta que se coloca é: qual a relação entre o
número de iterações necessárias para cobrir todo o intervalo unitário e o intervalo inicial?
Averiguemos quantas iterações são, em média, necessárias paxa que um conjunto de
subintervalos se expanda sobre o intervalo unitário. Obtiveram-se os registos2 que se
seguem, em que N representa o número de subintervalos de [0, 1] e Ic o número médio de
iterações de y - 4r(L - r), necessárias para aquela expansão.

























Constatamos que ao duplicarmos o número de subintervalos, o número médio de itera-
ções aumenta uma unidade. Este resultado vem reforçar o que havíamos estudado antes
2Tabela obtida em [21]
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aquândo do valor numérico do expoente de Lyapunov para este iterador: À (ro) : ln? -
pequenos erros são ampliados por um factor igual a 2 . Agora, ao duplicarmos o número
de subintervalos, estamos a reduzir as suas amplitudes para metade, o que obriga a mais
uma iterada, em média, para obter a amplitude anterior.
3.5 Densidade dos pontos periódicos
Este assunto será abordado mais à frente, no estudo das funções Tenda, Serra e função
LogÍstica. Contudo, relembremos algumas noções sobre o tema.
Deffnição 3.6.L Seja A um subconjunto d,e R. Um ponto r (c e R) é um ponto d,e
a,curnulação d,e A (ou ponto limite) se eristir 1tnlo, sucessã,o de pontos di,stintos frn, d,e
A, conuergente para r ou, de outro modo, se tod,a a uizinhança de r contém um elemento
de A distinto de r.
O unjunto A d,iz-se um conjunto techodo se contém tod,os os seus pontos d,e acu-
mulaçã,o.
Definição 3.5.2 Urn subunjunto A ilelfr é urn conjunto aberto se, para cad,a aalor r
deA,erkteume>0d,etalmod.oqueaaizinhançad,eentroreraioeestá,totalmente
contida em A.
Definição 3.5.3 Dailo um ennjunto A,, submnjunto d,e W", d,enomi,na-se fecho d,e A e
nota-se por Ã, ao onjunto reunião de A am o conjunto d,e tod,os os seua pontos de
acumulaçõ,o. Toma-se evidente que se A é um conjunto fechado, entõ,oÁ: A.
Definição 3.6.4 Seja A um subconjunto de B. Di,z-se que A é denso em B seÁ: B,
isto é, se tod,os os pontos de B sã,o pontos de acumulaçã,o d,e A ou um ponto d,e A.
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outro modo de definir conjunto denso ê a,firmar que Á é denso em B se qualquer
vizinhança de centro num ponto de B contém um ponto de Á, por mais pequeno que seja
o raio dessa vizinhança.
3.6 Teorerna de SharkovskY
O teorema3 que iremos estudar aplica-se unicamente a funções reais de variável real. Con-
tudo, é um teorema de uma potência enorme no conhecimento dos sistemas dinâmicos'
Para compreendermos melhor a sua demonstraçã,o e aplicação, estudemos previamente
alguns teoremas base.
Teorema 3.6.1 seja I um interualo fechado e ! : I ---+ IR uma função mnínua' se
/ (I) ) I, entõ,o f tem pelo menos um ponto fi,xo em I '
Demonstração 3.6.2 Consid,eremos I:fa,bl' Como /(0: I, eú'stemumc eumd
em I tal que f (c) : a e Í (d) : b.
Se c: a ou d: b, fi,m, d,emonstrad'o.
Senão for o u,so, entã,o a < c<b ea < d'<b' Façamosh(t): Í (')-t' Veri'ficarnos
umfaciliilade queh(c): Í(.)-c: o.-c<O eh(d): Í(d)-d-b-d>0' Dad'o
que h é contínua em I (di,fercnça de funções ontínuas) e h(c) x h(d) 10, entã,o, pelo
teorema d,os aalores interméd,'i,os (Tenrema ite Bolzano), estó' garantil'a a eoi'stênci'a d'e um
ualore (eelc,dÍ+eeI) tal queh(e):0, ou seja, Í(e):e o que si,gnifim,que e é
um ponto fi,xo d'e f , o que unclui' a d,emonstraçã'o'l
A figura 3.6.1 ilu,stra este teorema.
I g Teroema de Sharkovsky (ou de Sarkovskii) deve o seu nome ao
Sharkovsky (1936- )
matemático ucraniano Alexander
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-f>F'igura 3.6. 1 : I - [o,bJ ; f U) ) I
Teorema 3.6.3 Seja Í , Ía,ól .-----+ IR urna funçd,o contínua. Se f (a) : c,Í(b) : d, e
c { d, entã,o f (l",bl) : [c,d].
Demonshação 3.6.j Seja r e fc,dl. eueremos mostrar que r e Í ([",b]) .
ser e. fc,dl, então, Ç [Í("),Í(b)1. pero teorema de Borzano, como f é antínua
em fa,bl " Í @) <, < Í (b), eúste pelo rnenos um ualor r e [a,bl tat que Í (r) : r,
ou seja, r é urn elemento d,o contradomínio d,e f (r e Í(Ía,bl)). conctuímos, assim, que
Í ([a,bD > [c,d].1
con's'id,eremos a funçã,o definida emR por Í (*) : -8*, +lr+L (figura s.6.g) enx que
/(0) :1, /(1) :2 e f (2):0, isto é, {0,L,2} éumaórbitaperiódica comperíod,oB.
Que outros pontos periód,i'cos podera ter esta funçã,o? E qual o períod,o primitiuo d,e cada
















Figura 3.6.2: {0,L,2} é órbita periódi,ca d'e período 3 de f (r) : -lr2 + lr + |
Tleorema 3.6.6 Seja f : IR ---- R, contínua. Se Í tem um ponto peri'ódicn d,e peúod'o
três, então f tem pontos periód'i,cos d,e tod'os os outros períod,os'
Demonstração 3.6.6 Seja {a,b,c} uma órbi,ta periódi,ca de períoilo três d,e uma função
f , untúnua ern IR. Sem perd,a d,e generalidade d,a d,emonstraçõ,o, consid,erernos a < b < c.




Considercrnos Is - la,bl e 11: lb,cl. Entã,o, pela proposição anterior
/(/o) > h, Í (Ii ) \ e Í (Ii > Io.
Com efeito temos
.f (/o) : /([",ô]) r [b,c] : IL e Í (Ii : /([b,"]) ) la,cl > 1b,"1 : Ir; d'esta úJtíma
rclaçã,o podemos aind,a concluir que f (Ir): /([b'c]) > [o,"] ) [a,b] : /o'
Como / (/r) > \, pelo teorema anterior sabernos que f tem pelo menos urn ponto ftxo
em 11, o que si,gnifi,ca que f tem um ponto periód,i'co de período l'
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Seja n um número natural maior d,o que l. Pretend,ernos d,enxonstrar que f tem um
ponto peri'ódico @nl período primitiao n. Dado que a é um ponto periód,ico com períod,o
primitiao 3 (bem rcmo b e c), o afio paro, n: B fim, resoluid,o. Assumamos, entã,o, que
n + 3. Construamos urna cadei,a de ànteraalos fechados Ai (i :0,!,2,.. .,n) tais que
It: Ao ) At ) Az ) ... ) An e ueri,fiquem as squintes propri,ed,ad,es:
(h) As: 7,
(Pz) Í (Á*): A1,-1 parale :1,2,...,n-2
(Pi Ík (Ár): Iyparo,k:1,2,...,n-2
(Pq) Í"-1(An_i: Io
(Pà Í" (An): rt
Em primeiro lugar prouarenl,os que, nestas cond,ições, hú urn ponto periód,ico em An
cnm períod,o primitiao n. (D1)
Depois, proaarenlos que aquela cad,eia d,e mnjuntos existe. (Dp)
(DI) Dado que 11) An e por (P5), pod,emos escneaer Í" (Ar) ) An. por 5.6.1, estd
garantid,a a exi,stência de um ponto ftno de fn em An ou,, o que é o rnesrno, f tern un
ponto periódim de períod,o n ern An. Designenlos esse ponto peri,ódico d,e períod,o n por
p e prol)ernos que n é o seu período primitiao (p e A"), isto é, Í" (p) : p e, para k < n,
Ík (p) + p.
Pelo facto d,e An C 11, entã,o p € h # p€ [b,c].
A condi,çõ,o (P3) i,mpli,u, que os pontos Í @) , Í2 (d , Í3 (d ,.. ., Ín-, (7t) peúençam a
11: [b,c].
A undiçã,o (Pa) i.mpli,ca que Í"'1(p) e /o : fa,bl.
Mostremos que p í b e que p + c.
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suponhamos qaep: c. Então, Í(p): Í(c): at QUanã,o pertence a11. Dad'o que
Í"-L (p) é a úniu, d,as n pri,meiras iterad,as d,e p que não estú, em 11 (Pa), entã'o é porque
n:2, o que é uma ontmdiçã,o peto facto de c ser ponto periótli,u cnm períod,o pri,mitiao
3. Entã,o,p*c.
Suponhamos, agora, quep:b. Entõ,o, Í2(O): /(/(b)) : Í(c):o" qu,enã'o estó'ent'
h. Pela rnesnla razõ,o anterior, dado que Í"-r @) é a única d,as n primeiras iteradas d,e
p que não está, ern \, entã,o n: 3. (Jma aez que partimos do pri,ncípio que n f 3, entã,o
uncluímos queplb.
Assim, pelo facto d,e p €. h e p * b e p * ", p tem d,e Eer urn elemento 
d,elb,cl.
Como Í"-r @) estó, em Io : la,bl e este conjunto não tem elementos cornuns oom,
)b,cl, resulta que f"-t (p) * p, logo n - ! nã,o pod,e ser o períod,o primitiuo d,e p. Se este
fosse inferi,or an-1, entã,o a órbi,ta d,ep estari,a totalmente unti'da emlb,cf (por (Ps) ,
por p nã.o ser b nem c), o que enntrad,iz a proprielade (P+1 t
Portanto, n é o períoilo pri,mi,tiao d,e p, cnrno quetíamos conclu'i,r'
(D2) Para proüarnxos que aquela mileia d,e interaalos fu,hailos efiste pam cada rufunerc
natural maior do que L, considerem,os a seguinte prcposiçã,o.
Proposiçã,o: sejam J e I i,ntentalos fuhailos e f uma funçã,o contínua tal que
Í (J) ) I. Então, eriste um interttalo Jo tol que Js C J e Í (Jd: I'
Cont'i,nuemos a dernonstraçã,o 3.6.6, D2.
Conti,nuamos a uns,id,erar n urn número natural maíor d,o quet e cri,emos a squênc'i,a
desejad,a.
Fazemos, pri,me'i,ro, Ao: It e (h) curnpre-se'
Dad,o que /(/r) > 11, temos /(Áo) ) Ao e entã,o, pela proposi,ção enunciad,a, eú'ste
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um interaalo A1 tal que A1 C As e Í (Ai : Aa. Daqui resulta que f (h) ) A1. pela
nlesma proposiçã,o estó, garantida a eú,stência d,e um interlalo A2 tal que A2 c A1 e
Í (Az) - At. Resulta que f (A2) ) A2 e, nouamente, garantimos a eri,stência d,e um
interaalo As tal que As C A2 e Í (Ai - A2. Deste rnod,o consecutiao pod,emos d,efini,r A1,
comk:L,2,...,n-2,aeri,fim,nd,o-sesempreAyCATr_1 ef(Aà:Ak_rcunxprind,o,
o,ssirn, a propried,ade (P2).
Obseraemos que
f2 (A*) : Í (Í (A*)) : Í (Axi e,) Ao_,
Í3 (A*) : Í (Í2 (Á*)) : Í (Ax_) 
e,)Ao_,
fk-L (Aà: Í (Ík-2 (Ár)) : i (A*_«x_rt) ,arÍ (Az): Ar
Ík(Ax): Í (ik-r (Á*)) : Í(A) ,*rAo:11, 
para, cadaualor d,ek:!,2,...,n-2
o que go,rante o cumpri,rnento d,a terceira proprieilad,e (ps).
Para defi,nir An-1 d,e mod,o que se aerifique a proprid,ad,e (pa), reparanxos que
Í"-L (A*_) : Í (fn*z @"_)) ,1, Í ei .
corno Í (Ii > Is,então Í*-r (Ao-z) ) Is e, pela proposiçõ,o anterior, existe urn cnn-
junto An-1 tal que An-t C An-z e Í"-L (Ar-i: Io. Conclufunos, entã,o, a existênc,i,a d,e
um interlalo An-r que satisfaz (Pa).
Finalmente, f"(An-i: Í(Ín-L(Á"_r)) : Í(Iú. pelo facto d.e /(/o) > 11, aent,
Í" (A"-t) ) 11 e, nouamente pela proposiçã,o enunciad,a, existe um interlolo An tal que
An C An-1 e Í" (A") : Itt aerifr,cand,o-se, assim, a propried,ad,e (p).
Fim,, assim, prouad,a a eristência d,aquela cad,eia d,e intentalos fechad,os e conclulmos
a demonstração do turema que nos garante que, se uma funçõ,o untínua tem um ponto
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peri,ótlico com período primitiao 3, entã,o, para cad,a número natural n a função tern um
ponto perióilia com peúod,o primitiao n.l
O nosso objectivo, recorde-se, é responder a questões do tipo rrQue outros pontos
periódicos poderá ter esta função? E qual o período principal de cada um desses pontos,
se existirem?".
O teorema de Sha,rkovsky dá-nos uma ajuda nas respostas a estas questões. Começa
por estabelecer uma nova ordenação dos números naturais.
Definição 3.6.7 Ord,enaçã,o, d'e Sharkoaslcy, d,os números naturais
Sharkoaslcy estabela'n a seguinte relaçã,o nos números naturais:
3 > 5 > 7 > ... > (2n* 1)'20 P "'
> 2n . 3 > 2" . 5 > 2n . 7 > - -. > (2n+ l)' 2" > "'
Nesta ord,enação, a relaçõ,o a D b lê-se 'ta segue b".
Primeho unsid,eram-se tod,os os números ímpares, erepto o l, ord,enod'os pr ordem
cresrentel ilepois ordenam-se os prod,utos d,e 2 por tod,os os ímpares anteri,orcsl de seguida
mns,id,eram-se os prod,utos por 22 daqueles írnpares e ass'i,m sucessiaamente, multiplicand,o
os ímpares pelas potências d,e 2. Esta listagem esgota todos os rnimeros natuais um
excepção d,as potênci,os naturais de 2 que sõ,o listad,as no final, por ord,em d,ecresente.
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Desta fonna podemos enuntrar cad,a número natural uma única aez na, ordenação por
Sharlcousky.
Teorema 3.6.8 Teorema d,e Sharlcousky (Sarkoaskii)
seja f uma funçõ,o real d,e aari,ó,uel real, mntínua, que tem um ponto peri,ódico corn
período primitiuo k. Se k b m, na ordenação de Sharkoasky, entã,o f também tem um
ponto periód,i,co de período primitiuo m.
Demonstração 3.6.9 As ferramentas utilizad,as são mui.to semelhantes às usadas na
d,emonstração d,o teorema 3.6.5. Para uma d,emonstração mmpleta, uer Deuaney [1lJ.
Nota 3.6.L0 Se f tem um ponto periódico cujo período nã,o é uma potência d,e 2, entã,o
tem uma i'nfinidad,e de pontos periódims; pela lei, da conaersã,o, se f tem um número fini,to
de pontos periódicos, então os seus períodos sã,o potências de 2.
O peúoilo 3 é o primeiro na ordenação d,e Sharlçoaslcy, o que implica a eústênci,a de
tod,os os outros períod,os (proaail,o anteriormente).
O recíproco do tenrema de Sharkoasky tarnbém se uerí,fim,, isto é, urna função pod,e ter
pontos periódicos com período p e ndo ter períoilos maiores, de aoord,o cnín a ord,enaçã,o
de Sharlrcuslcy.
3.7 Derivada de Schwarz
Deve-se a Schwarza esta poderosa ferramenta, em especial nos sistemas dinâmicos unidi-
mensionais, que permite obter informações da funçã,o nos pontos crÍticos ou no número de
órbitas periódicas atractivas de um dado sistema.
aKarl Hermann Amandus Schwarz (25 Janeiro 1843 - 30 Novembro 1g2l)
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Definição 3.7.L Seja f uma função rcal de uarió,uel real. A d,eriuada d,e Schwarz da









sernpre que edstam as deri,uad,as elpressas.
Algunsexemplos(considere-ser€lR,n€NerelementododomÍniodecadafunção):
. Ír(r): ern (r l0); neste """o, 1r(') (t):rne" e temos s"f'(r) 
: -1"'
o gr(r): 12 +r1 nesta famflia de funções temos g'r(x):2t, g'l@):Z e g'! (x):9,
obtendo SS,@): -;b.
t h, : r cos n (, * 0); porque h!, (t) : -r sin o, ni @) : -r cos t e h!l' {x) : r sio Í,
temos Sh,(r) - -1 - lcotg2r
o L, (r) : rt (L - c) com r # 0; também nesta farnflia de funções temos
t t, ("): r (1 - 2*) , Li @) : -2r e Ll! (t) : 0; consequentemente,
SL,(r) : - o*)".
Repare-se que em todos os exemplos apresentados a derivada de Schwarz ê negativa
para todo o valor de c, incluindo os pontos onde a derivada é infinita. É o caso de
Sg" (0) - -É, Sh, (kr): -oo (k e V,) " Sr' (à) 
: -oo'
No nosso estudo veremos que o facto de a derivada de Schwarz ser negativa nos vai
ser importante. Várias funções têm esta caracterÍstica, de entre as quais algumas funções
polinomiais.
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Proposição 3-7.2 Seja P um polinómio. Se todas o,t) raízes d,e Pt sõ,o reais e distintas,
entã,o a dertuad,a d,e Schwarz de P é nqatiua (S.P < 0).
Demonstração 3.7.3 Seia P um polinómio na uariúael x e Pt o poli,nómio relatiuo à
d,eri,uada de primeira ordem de P. Supond,o que todas as N raízes de p, sõ,o rea,is e
distintas, (ot, az, ..., o.N), entã,o, podemos escreaer
P'(r): a(r-ot)(* -a2)...(r-aN): {+O -a) como € R- {0}.
Apli'cand,o logaritmos a ambos os membros d,a iguald,ade conaeúemos aquele prod,uto
nunla soma ficnndo conx
lnP' (r): lna + fl fo @ - oi).j:1
Deri,uand,o, e atendendo que (r - o)'r: l,VcerR, obtemos a iguald,ad,e
P"(r) - S 1PGI - L-r-at'
1:L
D eriu and,o noa amente temo s
w:É(-n_*) :-Àn+
Como
P t' (z) x Pt (r) - Ptt (t\ x Ptl#:#i-(#$'







#,e - s (#,9)' : l+;& - ( gB)'l - + (çE)'
G+,rr- [t*) 
, wontuod,e sempre nqat'i.aa @rno se aerifica.
Esta caracterÍstica de ser negativa a derivada de Schwarz de uma dada função, mantém-
se na composição de funções. Com efeito, atendamos a proposição seguinte.
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proposição 3.7.4 Sejam f e g iluas funções reais d,e uarió,ael reol. Se torem negati'aas
as respe*tiuos deri,uadas d,e Schwarz, entã,o também é nqatiaa a d,eri,aada de Schwarz d,a





Demonstração 3.7.5 Pela rc4ra ile d,eriuaçõ,o d,a função mmposta, temos




(d : U'k (")) x s' (r))' :
: (Í" (g(")) * g'(x)) x g'(r) + Í'(g (")) " g" (r)
: Í" (s(")) t (s'(*))2 + Í'(s(")) x s" (n)
(Í og)"'(*): Í"' k(")) x g'(r) * (s'@))2 *2x g'(*) * s" (*), Í" k(r))+
+Í" (s (")) " s'(r) 
x g" (r) + Í'(s (")) " d" @)
: Í"'(r) x (s'(r))3 *3xgt(*), g" (r)x Í" (g(")) + Í'(g(")) t d" @)
Então, de
§(Í o s)(n): WS - Z(I{;:#8)'
moEtra-se, opemndo e si,mplificand,o, que
s (/ o g) (r) : sÍ (s @» * (o' @))2 + ss (t)
Esta erpressã,o traduz a regra d'a md,eia para as d'eri,uad,os de Sch'uarz'
Estamos em cond,i,ções d,e justificar a proposiçõ,o enunciada. Com eteito, pelo facto de
e
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assurnirm,os, por hipótese, que,S/ < 0 e Sg <-0, é imediato que a e*pressõ,o s(/og)(r)
representa quanti,dades negatiuas, logo S (f 
" 
g) < 0. I
Corolário 3.7.6 Se.g"f < 0, entõ,o S fn 1 0, para n > I .
Demonstração 3.7.7 coruequência imed,iata d,a alínea anterior, unxa aez que:
s"f<0a§f2:.9(/o"f)<0
S/ < 0 A Sfz < 0- Sf3 :^9(/" Ír) <o
Sf <0Â,SYz-r aQa SÍ": S(/./"-t) <O
Logo, se a d,eriaada d,e Schwarz de f é nqatiaa, entã,o Sfn ( O,Vn > 1 I
Poderdamos justificar esta propriedade de outro mod,o, 
n iterações
Aplicando a regra da cad,eia para os deriuadas d,e Schwarz à, funçã,o o.;Êo...o
obtemos
n-l
sf" (r) : »sÍ (fo (r)) " ((/k), @))' + sÍ (r).lc:t
Corno, por hipótese, S Í < 0, então cada parceln daquela ez,pressã,o é negatiaa e a sorna
é urn número negatiuo, mmo pretenddamos. I
No estudo da derivada de Schwarz, uma das aplicações com mais interesse pode ser a
que passamos a enunciar.
Proposição 3.7.8 Seja f uma tunçã,o real d,e aariá,uel reot. Se.g"f < 0, entã,o f, , a lunçõo
d,eriaada d,e f , nã,o pod,e ter um md,ximo rclatiuo ou local nqatiao; d,a mesma fortna, nã,o
pod,e ter um mínimo local positiao.
Esta proprid,ad,e pod,e ser enunciad,a um o squ,inte terto: nas cond,ições d,ad,as, lf,l
nõ,o pode ter um mínirno local positiuo.
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Demonstração 3.7.9 (Por reilução ao absurd,o)
Admi,tamos que Í' pod,e ter um mínimo rclatiao ou loul positiao. Seja-o no ponto rs.
Assumamos, assim, que
lt@s) > o e
Í' (rú é um mtnimo relatiuo ou loml d" Í'; d,e ond,e resulta que pod,emos escrel)er,
Í"(rú:o e Í"' (ro) > o (se f't' (z):0, S"f :0, o que untraria ahipótese)'
Nestas condições temos SÍ (a) : í8. Como S/ < 0 e f"' (ro) > 0, entã,o.f'(ro) < 0,
o que contradiz o facto de assumirrnol ser.f'(ro) um número posítiao.
Entã,o, ft nã,o pod,e ter um mínimo local positiuo, corto pretendíamos mostrar.
Da mesrna fonna se ju,sti,fica que Í' nã,o pod'e ter um móni,mo relatiao negatiao. I
Sendo um ponto crítico de uma função um ponto em que a derivada se anula, não é
difícil aceitar que entre dois quaisquer pontos críticos sucessivos de // exista um zero desta
função. Mais ainda, a função f terá" um ponto crítico entre aqueles dois pontos.
Proposição 3.7.10 Seja f uma funçã,o rcnl de aarúá,uel rnl. Se f tem um númerc finito
d.e porúos críticos, entã,o também a iterad,a d.e ordem k (fr) tem um número fini,to d,e
pontos crítius.
Demonstração 3.7.1L Seja D o d,omínio d,e f . Para cad,a c (cÇ Í(D)), o oniunto
Í-1("): {c € D: l@):c} éfini,to, unzaaez que entre cad,a d,uas pré-imagerw d,ec há',
no mínirno, um ponto crítico d,e t e estes são em número fini,to, por hipótese. Por este
motiao, éfúci,lreconhecer que o conjunto f-k(c): {r€D:fk(r):"} tambéméum
mnjunto finito, para cad,a aalor d,e c.
Suponhamot qu" (fk)'(z) : o.
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Pela deriuada d,a funçã,o composta temos
(Ír)' (*) :iiit' (/, (,)) : o,
o quesigni,fica queparaalgumaalor d,ep, Íp (x) éurnponto crítim de f (0 < p< ft - 1).
Por conseguinte, o conjunto d,os pontos críticos de fk e d,ado pela reuni,ão d,os pontos
críticos d'e f com os pontos cujas imagens, pelas iteradas anteri,ores à, de ord,em k, sã,o
iguais aos pontos críticos de f.
Erpliciternos, para uma melhor compreensõ,o do raciocínio:
Seja xs um ponto critico d,e f , portanto ft (rs) : g.
Entã,o, os pontos crítias d,e fk sã,o aqueles ern que (Ík)' 1"1 : g.
Temos:
Í' (*) * Í' (Í (")) x Í' (f2(")) " 
-.. x Í' (Íp ("))N ... : 0, comO íp í k - 1
ç ft (r) :Ov f (r): s0V Í2("): Í0V...v Íp (r):rov...
e n: ro V * : f-,(ro) V ...y r : Í-P(ro) V...
ou seja,
os pontos crítircs ite tk sõo os elementos d,o conjunto
{ro, Í-L (nú, f-2 (ro), . . ., Í-o (rs)) com o < p < k - L
ouroqueéomesmo,
{ro}u {reD: Í(r):ro}u{re D, Í2 (r):co}U...u fueD: Íp(r):ro}
Pelo referido acima, este unjunto é finito e podemos uncluir que, se f tem um número
fini.to ile pontos crítius, então fk tem um número finito de pontos crítius. I
Proposição 3.7.12 Seja f uma funçõ,o d.eriaó,oel. Se f tem urn número finito d,e pontos
críticos e a deri,aad,a de Schwarz é negatiaa, entã,o, para cada inteiro m, f tem apenas urn
número finito de pontos periódicos d,e pertod,o m.
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Demonstração 3.7.13 Seia g: Í*.
Por hipótese, Sí <O, entã,o, por 3.7.6, Sg < 0.
Os pontos peri,ódias d,e peúodn m d'e f são pontos finos d,e g.
Demonstremos & proposiçd,o, por red,uçã,o ao absurd,o.
Suponhamos que f tem um número infinito de pontos periód,iens d,e período rn olt, o
que é o rnesrno, que g tem um número infinito ile pontos fitos.
Sejam fro e Uo doi,s d,esses pontos fi,ros, com ro * Uo. Assim, g (xo) : fro e g (yo) : yo.
Por g ser deriuduel e pelo teorema d,o aalor méd,io, está, garantiila a enistência de pelo
rnenos um ponto
c € lro,Aol : gt (c) -- L
Portanto, g tem uma infiniilade d,e pontos para os quais g'(r) : t.
Entre cada três pontos sue,ssiaos d,e g para os qua'i,s g'(r) : l, hó' pelo rnenos urn
ponto toJ que gt (c) < 1. Com efeito, g'(r) * 1 num interaalo, pois então ai,ria Sg:Q
nesse 'interttalo, o que contrad,iz o facto d.e Sg < O. Por outro lado, por 3.7.8, gt nã,o pode
ter um mínimo relatiao positi,ao enhe estes fuês pontos. Porianto, hó pontos pam os qua'i's
g' < O e, @nse4uentemente, hd pontos ern que g' :0. Contud,o, isto faz @rn que g : Í*
tenha uma infi,nidade de pontos crítius e, por onsqui,nte, f também, o que contradiz a
hipótese (Í tem um número finito de pontos cr"tti'cos).
Logo, nas conili,ções enunc'i,ad,as, lm tem um nútnero finito ile pontos peri,ód'icos ile
períod,o rn , parfl ud,a i,nteiro m. I
Teorema 3.7.L4 Seja f uma funçõ,o deri,aó,uel @rn n pontos críti,cos. Se S t < 0 (ailmite-
se Sf (r) - -oo), entõ,o f tem, no mó,rimo, n*2 órbitas periód,icas atractiaas.
Nota 3.7.15 Caita funçã,o logtstica da tamíla L, (r) : rn (l - n) , r ) 0, tem um só ponto
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crít'i,co, para fr : l. Então, de acord,o com este teorerna, a funçã,o tem, no máni,mo, três
órbitos periódim,s atmct'i,aas; pode nã,o ter qualquer órbita atractiua (, > 2 * t/í), mas,
a ter, serã,o, quand,o mu'i,to, três. Veretnos, ad,iante, que o número de órbitas periód,i,cas
atractiuas nã,o seró, maior d,o que um.
Mais aind,a, é possíuel demonstrar que a írbita d,o ponto crítico controla tod,a a d,i,nâmim,
d,o sistema.
Demonstraçáo 3.7.L6 Seja p urn ponto periód,ico atractiuo d,e t, com período n'1,, o,.t
seja,
Í* (p) : p e, por ser atract'iuo, l$\'(r)l < 1.
SejaW (1t) a mai,or ai,zinhança d,e p na qual tod,os os pontos tend,em parfl p sob f*, ou
seja,W(p): {": Í*i (r) +p, corn j -'oo}. Obuiamente, Í^(W (p)) c W(d.
Façamos, momentanamente, p um ponto fito d,e f e unsid,eretnosW (p) :lo,d[.
Dad,o quew(p) é mási.mo e Í(W (p)) c W(p), entã,o f mantém os extremos d,e
W (p) , ou pelo nl,enos um d,eles (a ou d) é infinito.
No u,so de nern a, nenx b sercrn i,nfinítos, há, ry,e anol,i,sar três si,tuações possíue,i,s:
1. Í(o):aet(d):f,,
2. Í(o):def(d):q,
3. f ("): Í(d,)
Temo s, rvsputiaarnente,
1. Neste caso eristem b,c tais que o, < b < p < c < d e Í' (b) : Í'(c) : t. Corno
lf'@)l 1 L e, pela proposi,çã,o 3.7.8, ft nãn pode ter um mínimo relat,iao positiao, então
existe um ponto críti.co d,e f no interlalo )a, dl: W (p) .
2. Corcideramos, neste caso, a segund,a i,terad,a de f. Corn efeito, Í, (o) : o ,
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f2 (d) : d, e caímos na situaçã,o anteri,or.
3. Neste u,so, ! tem um extremo relati,uo ou local emla,dl, logo t tem um ponto
crítico emW (yt).
Portanto, em todos os casos ! tem um ponto cr'ítico emla,dl, que é atraldo porp.
Deste mod.o, conshruimos paftr cad,a ponto fiio um ponto crítiu, e.xcepto paro, os a)sos
ern que o1re,, o7t,b, ou ambos, são infinitos (no mó,ximo, dois casos)'
Se p é periódico, entã,o, pelas mesmos razões, fica iustificaila a existência de um ponto
crítico para Í* em W (p) . U* ponto na órbita d,este ponto critiu é um ponto crítien d,e
!, pela rcgra d,a cndeia (deriaad,a d,a enmposiçã'o d,e funções). 1
Este teorema é válido, também, para pontos periódicos não hiperbóticos (l(/-)' {f) | : t; .
Se/(c) :ccoml/'(")l :1eS.f(0,entã,ocdeveatrairpontosde,pelomeno§,umlado
e, como atrás, deve existir um ponto crítico em W (c) '
0 c
Figura 3.7.1: g (*) < * paxa a < n < c
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Assim, podemos concluir que os conjuntos estáveis limitados de pontos periódicos
contêm um ponto crítico. Se os conjuntos estáveis forem ilimitados podem não conter
pontos crÍticos. Por exemplo, y (r) : b.ardg (r) , b > L.
verifica-se que .93r (") : o**y e, portanto, ,Sg < 0 para todo o elemento r do domÍnio.
Esta função (figura 3.7.2) tem três pontos fixos, sendo dois atractivos, com conjuntos
estáveis ilimitados, mas não tem pontos crÍticos.
Figura 3.7.2: Gráfrco e retrato de fase de A(r) : ),arúg e , com À > 1
Corolário 3.7.L7 Consideremos a família d,e quad,rú,ti,u,s L,(r) : rx(L-x), r I O
Entã,o, para cada r, etiste, no mó,timo, uma órbita peri,ódica atractiaa.
Demonstração 3.7.18 Jô, mostró,nxoE que SL, 10 e, para ualores d,e lrl suficientemente
grand,es, temos ltT @)l -+ oo.
como L, tem apenas um ponto crítico (r: à) , pela proposição s.7.1p, L, tem um
número fi,nito de pontos periódicos d,e períod,o rn, para cada m.
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O enniunto está,uel de cada um d,estes pontos peri,óilicos é limitailo, potque, se olgwn
fosse i,limi,tad,o mntrari,ari,a o facto d,e lt! @)l + oo.
Contudo, o ennjunto está,ael li,mitad,o d,e um ponto peri,óilico antém um ponto crítiu
de Í*, em cuja órbita estó, o ponto crítico ile f.
Portanto, para cad,a r, L, pod,erá ter no máni,mo uma órbi,ta perióilica atractiaa. I

Capítulo 4
Caos na função logística
4.L Flrnção Tenda e Função Serra
Definem-se as funções Tenda (?) e Serra (S) do seguinte modo:
T(r):
o2
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x
F\rnção Tenda Função Serra
Pelo facto de o gráfico da função Serra ser pa,recido com os dentes de uma serra' esta
função também é conhecida por função dentes-deserra'
7L
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Calcule-se 1"3(0.6) e r(s2(0.6)).
Temos:
T(T(T(0.6))):T@(2 - 2 x 0.6)): T(T(0.8)) :T(2- 2 x 0.8): ?(0.4):0.8
"(s(^9(0.6))) 
: 16(2* 0.6 - 1)) : 
"(^9(0.2)) 
: T(0.4) : s.6







00 0 o2 OA 0,6 08 0 o2 o1 06 08
x
y :73 (r) u:T (.9(S(")))
Verifica-se, com o cálculo, que é muito mais fácil operar com a função Serra do que
com a função Tenda. Efectuando a mesma operação de duplicação, para obtermos os
transformados dos valores de c (r < 0.5), o procedimento para obtermos as imagens de
valores de t (x > 0-5) por cada uma das funções é substancialmente diferente em termos
de cálculo: por ,S as operações a efectuar são a duplicação e diminuição d.e uma unidade,
ao passo que pela função T, depois da duplicação há que subtrair a 2 aquele resultado, o
que equivale, em termos práticos, a multiplica.r por (-1) e somar 2.
Com efeito podemos enunciar e demonstrar aquela propriedade a que damos o nome
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de propri,eilade da substitui'çõ'o.
Teorema 4.1.L Propried,ade da Substituiçã,o
N iterações ila funçã,o Tend,a sã,o equiualentes a N - 1 iterações ila Junção Serta,
seguid,os d,e uma tmnsformaçõ,o pela funçã'o Tend'a' Assi'm,
rN(r): f(§iv-t1n)) ou, o que é o rnesrno,
TTTT,..T_T § S .., 5.
N itemções (N-l) iterações
vejarnos a validade da igualdade paxa N :2, isto é, vejamos que ?(?-(c)) : r(s(r))'
Com efeito,
fr r@) r € (a))
0 < x <0.25 2r 0 32x <0.5 4x
0.25<r<0.5 2r 0.5<2r<l 2-4x
0.5<r<0.75 2-2t 0.5<2-2r<l 2-2(2-2r): llx-2
0.75<r<L 2 -2r O<2-2r<0.5 2(2-2r):4-4x
observeseque 2-4r: Pütà r:
A igualdade que acabámos de mostrar (r(r(r)) : ?'(s(r))) é a base para obtermos







2(2r - l):4x -22r-L 0<2n-L<0.50.5<r<0.75
2-2(2r - 1): 4- /Lx0.5<2x-1<12r-l0.751n 3L
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partindo de rQ@\: 
"(s(r)) 
e apricando ? a ambos os membros desta iguardade,
temos (omitindo os parêntesis por simplicidade de escrita) 7lT|T @) : fTS@).por subs_
titui çâo de TT por ?^9 no segundo membro obtemos TfT@) : f SS@); proced.endo da
mesma forma, ou seja, operando T a ambos os membros desta igualdade e substituindo
TT por 7§, tem-se
TTTT(r) : rrSS@) +-- TTTT(1) : TSSS(1).
E assim sucessivamente, N iterações de T conduzem-nos ao mesmo resultado que N- 1
iterações de ,S seguida de uma aplicação de ?.
Formalizemos a demonstração daquela propriedade:
Demonstração 4.t.2 (métod,o de induçã,o matemó,tica)
fN @): T(SN-I( r)) é uó,tid,a para N : 2, ,isto é, TT(r) : f S@)
Proaemos a heredi,tariedade d,a condi,çã,o.
Hipótese de i,niluçõ,o: fK @) : T(SK-L(r))
Tese d,e ind,ução: fK+r(r) : T(SK (r))
Ternos:
TK+r(x): (definição d,e funçã,o mmposta)
T(fK@)): (hipótese de ind,ução)
T(T(SK-L(r)) : (ossociatiuiilad,e d,a composiçã,o d,e funções)
(Tr11gx-t(r)) : (acima)
(f§)(SK-l1c;; : (ossoci,atiaidad,e d.a composiçã,o d,e funções)
r(s(sr-t1r))):
T6K@», mostrand,o, assim, a hereditaried,ad,e ila und,içã,o
e concluindo a aalid,ade para tod,o o N > 2 |
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IJma nova notação para a função Serra
Vejamos uma forma interessante e diferente de definir a função Serra, utilizando o
conceito de parte fraccionária de um número. Lembremos que a parte fraccionária de um
número r se obtém subtraindo-lhe a sua parte inteira. Simbolicamente,






A função Serra pode agora ser definida com esta notação do seguinte modo:
,9(c) : Frac(2r) Para 0 1 n < I
Confirmemos esta nova forma de representação da função Serra, a que passaxemos a
chamar forma fraccionária da função Serra:
Se0(t<lf2,então0<S('):2rlLeFrac(2a):2a'obtendoomesmo
resultado.
Se L/2 1 n 11, então 0 < ^9(c) : 2fi - 1 < 1; por outro lado temos L 12t ( 2 o que
implica q.ure Frac(2fr) :2x - 1, voltando a obter o mesmo resultado'
Apenas para r: 1 a rela4ão não é válida. Contudo este pormenor não é significativo,
uma vez que aquele ponto é um ponto fixo da função Serra e não há outros pontos deste
intervalo pré-fixos neste.
Assim, a dinâmica das iterações da função Serra no intervalo unitário pode ser con-
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siderada em duas partes independentes: uma no intervalo [0,1[ e a outra em {1}. Claro
que é em [0,1[ que nos iremos focar, dado ser neste intervalo que ocorre toda a dinâmica
da função. No estudo que se segue deixaremos de lado o caso pâra x : L e utilizaremos
frequentemente a nova nota4ão para a função Serra.
Uma das vantagens no uso desta versão fraccionária da função Serra é a de podermos
transforma.r por .9 conhecendo apenas Íg, ê não necessitando de conhecer os valores das
iteradasintermédias. Expliquemos: seja0 (ro < 1e iteremos
rt: Frac(Zq)
rz: Frac(2xt)
frk+!: Frac(2rp), /r : 0, L, 2, 3, . . .
Qual o valor de 2,c para um valor de /c muito grande? Dado que este processo de
recorrência não permite uma resposta rápida, há que tentar explicitar Í,k em função de
og. Vejarnos duas propriedades elementares do operador Fracci,onô,ri,o - Frac(r).
Proposição 4.L.3 Sejarn n't u'tn núrnero inteiro e r urn outro número qualquer. Então,
P) Frac(r * m) : Fro,c(a)
P2) Frac(mr) : Fr ac(mFr ac(n))
Demonstração 4.L.4 .
P)A primei,ra iguald,ad,e d,ecorre ila própria definição do operad,or.
P2) Para mostrarmos a sqund,a iguald,ade considere-se um número i.nteiro lc tal que
k í r < k + L e, portanto, Frac(r) : n, - le. Entõ,o,
Frac(mFrac(r)): (defini,çã,o)
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Frac(m(n - k)) :
Frac(mr - nxk):
Frac(mr) I
( di,stri,butiui'ilaile d,a multipli mção relaticamente à aili'çõo )
(mk é um número i,nteho; P1)
Com as propriedades agora enunciadas estamos em condições de voltar à notação
fraccionária da função Serra, ^9(r) 




rz: Frac(2r1) : Frac(2Prac(2q)) : Frac(22ro)
as: Frac(2r2) : Frac(2r2) : Froc(2Frac(22rs)) : Frac(Z3q)
Esta pequena sequência leva-nos a conjecturar que a orpressão pretendida poderá ser
enunciada na proposição seguinte.
Proposiçáo 4.L.6 Sejam fr,O e frk os talores, respertiaamente inicial e d'a unespondente
i,teraila de ordem k d,a lunção Sena. Entõ,o, nx: Froc(zkr,o)'
Demorrstração 4.1.6 (initução matemó,ticn')
(Jsaremos a lorma fraccionú,ria ila função Sena'
A pritnei,ra iterad'a é nt - Fro,c(2rs), ueri'fiu'nd'o a cond'ição para le : L'
Para aaeri,guação ila hered,ítari,ed,ad,e consid,eramos, por hi,pótesa, fik : Frac(2ktg) e
por tese frk+L : Frac(Zk+rns) ' Temos, pela função dad'a,
nk+r: Frac(2xp) : (hipótese d,e iniluçõ,o)
Frac(2(Frac(2krs)) : (P2 ita proposiçã,o anterior)
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Frac(2k+trs)
conclutmos, assirn, a ualiilaile d,a etpressã,o enunciad,a para tod,o o k natural. I
Na tabela seguinte podemos observar que paxa o valor inicial zo : 0.4g, por exemplo,
e iterando dez vezes por .9(r) : Frac(Zn), se tem que oÀ : Frac (20*o), k : 0, 1, ..., 10.
k xk 2k*o Erac(2kx6)
0 0.48 2x* xr.+l:Flac(2xu), k>0 0.48 0.48
0.96 0.96
1 0.96 1.92 0.92 0.96 0.96
2 0.92 1.84 0.84 L.92 o.92
3 0.E4 1.68 0.68 3.84 0.84
4 o.68 1.36 0.36 7.68 0.68
5 0.36 0.72 0.72 15.36 0.36
6 o.72 1.44 0.44 30.72 o.72
7 o.44 0.88 0.88 6L.44 o.44
8 0.88 L.76 0.76 L22.88 0.88
I 0.76 L.52 0.52 245.76 0.76
10 0.52 1.04 0.04 49L.52 o.á2
Esta dependência directa entre 116 e ro veio simplificar a iteração sucessiva da função
Serra. Denominaremos esta rel aqãa rx : Frac(2kro) po, forma fraccionária
da função Serra.
Lembramos, porém, o facto de as potências de 2 serem valores que aumentam muito
rapidamente tornando-se, por isso, difÍceis de trabalhar numericamente. DaJ esta forma
não ser aconselhável em termos computacionais. Contud.o, é a melhor forma de trabalhar
o caos teoricamente, como veremos à frente.
1.1 Rtncão Tend,a e Rtnção Sena 79
Computação directa das iteradas da função Tenda
As dua.s relações tratadas a^nteriormente são ferramentas fundamentais pa,ra o trabalho
com a função Tenda. Vejamos:
Suponhamos que temos o valor inicial r0 e pretendemos determinar o valor de rk após
k iterações desta função. Um dos métodos seria iterar sucessivamente a função até à
iterada de ordem fr, o que pode ser um processo bastante moroso... Neste momento, com
as ferramentas adquiridas, o procedimento é bastante simplificado:
1. recorrendo à proprid,ad,e d,a substituiçd,o determinamos a iterada de ordem & - L da
transformação Serra (utilizando a forma fraccionária simplificada) obtendo
y : §k-L (ro) : Frac(2k-1ro);
2. de seguida transformarnos uma única vez y pela função Tenda, obtendo
q: T(y) :2y, se g < 0.5 ou o3 : T(y) :2 - 2y, se g ) 0.5.
Assim, ao invés de iterarmos k vezes a função Tenda, apenas temos de calcular uma
potência de 2 e efectuar duas multiplicações e uma adição, já que a tarefa no cálculo
de Frac(2k-lro) é negligenciável, pois a parte fraccionária de um número resume-se em
extrair-lhe a sua parte inteira!
Exemplo 4.L.7 O ponto inicia,l ro : 0.48 é wn ponto periód.im d,a funçãn Tenda, de
peúod,o L0 (figura 4.1.1). Pod,ernos ueri,fiu,r esta u,racterístiu, sem iterz,r d,ez aezes a
funçã,o. Seja
y:,Se(0.48): Frac(2s x 0.4s) : Frac(245.76):3.76
rrc : T(y) : 
"(0.76) 
- 2 - 2 x 0.76 : 0.48
Logo, x1s: f10(0.48) :0.48 : Í0 t como pretend,íamos.




Figura 1.1.1: flo (0.48) :0.48
Exemplo 4.L.8 O ponto rs: 0.62 é um ponto pré-periódim d,e per"íodo L0 d,a função
Tend,a (figu* 4.1.2), urno, aez que
q: T(0.62) : 0'70
u: T(0.76) : 0.48 e este é periód,i,co de período 10.
Fígum 1.1.2: rs:0.62; P("ú: 0.48 e f10(0.+S) :0.48, logo 0.62 é um ponto
pré-peri,óilico de perlod,o 10 da função Tend,a.







































o Funçd,o Serra: .9(z):
Funcã,o Tendo e Funcão Sera 814.1
o Funçã,o Tend,a: T(r):
2r se 0<r<0.5
2-2x se 0.5<r<1
o Forrna fraccionó,ria d,a funçõ,o Sema: .9(c) : Frac(2r) para 0 3 r < L am
Frac(t) : n' - k se k S t 1 li + L, send'o k inteiro
o Forma fracci,oná,ria si,mplffiu,ila para a iterad,a de ord,em k ila tunçã,o sena:
xx: Sk(ro) : Frac(2kto)
o Propri,edaile ile substituição: Tk(*): ?Sft-l(r)
Logo, para obter o ualor d,a iterad,a d,e ord,em k ila funçã'o Tend,a para urn erlo aalor
inicial rn, basta fazer
y : Sk-L(no) : Frac(2't-1ro) e calcular x*: Tk(ro) : T(ú :
2y , A 1O.5
2-2A , y)0.5
4.L.L Números binários. E:cpansão binária de um número real.
Sabe.se que um número binário, ou número representado no sistema de base dois, é uma
sequência formada unicamente pelos algarismos 0 e 1'
Recordemos que a representação de um número no sistema decimal, com os algarismos
011121314111617r8,9, é uma representação posicional referente às potências de base 10'
Por exemplo, 324rc: 3 x 102 * 2 x 101 +4 x 100
Da mesma forma, na representação de um número no sistema de base 2, a posição
ocupada por cada um dos algarismos 0 ou 1 ê relativa a uma potência de 2. Por exemplo,
1101.12 :Ix24*L x 23 *0x22+1 x 21 *1 x 20 - 27n
Vejamos qual a representação, no sistema binário, do número 324rc '
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Dado que no sistema de base dois cada grupo de dois elementos forma uma unidade
de ordem superior, só temos de efectua,r sucessivamente a divisão inteira daquele número
por dois, até que o quociente seja inferior a 2, e considera,r os respectivos restos e o último
quociente.












3241s :1010001002 : I x 28* 1 x 26 +J Z,
Como trabalhar com números não inteiros? O procedimento continua a ser baseado
nas potências de base 1,0 (sistema decimal) ou de base 2 (sistema binário), agora com ex-
poente negativo consoante a posição do algarismo à direita da vírgula/ponto. por exemplo,
324.75$: 3 x 102*2 x 101 *4 x 100*7 x 10-1 *5 x 10-2.
Na forma binária o número 0.51s é representado por 0.12. com efeito,
0.510 - L/2 : L x 2-L : 0.12 . E também podemos escrever 0.751s : 0.112 uma vez
que
0.112 : 1 x 2-1 * 1 x 2-2 : l/2 + ll4: 0.7510.
Assim, de uma forma geral, sendo s um número real compreendido entre 0 e 1 a
sua representaçã,o binária é da forma r : 0.a1a2a3... em que cada ap é 0 ou 1 e
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r : at2-r * a22-2 * a32-3 1 "'
As dÍzimas infinitas periódicas no sistema decimal mantêm-se periódicas na represen-
ta4ão binária. Por exemplo, ll3:0.0-12 ou llg -- 0.00b-1112
Observa4ão: tal como em IR podemos escrever
1 : 1.000... : 1.0 ou 1 : 0.9999.'. : 0.0,
também no sistema binário esta situação deve ser considerada. Por exemplo, o número
decimal 0.5 pode ter duas representa4ões no sistema de base dois, que são
0.510 - 0'1.2 : 0'10 ou 0.5 : 0'011111 "' : 0'012'
veremos adiante que esta ambiguidade terá de ser tida em conta.
Vejarnos qual o número representado por 0.L100[2 : 0.110011111. .. Temos
2-r +z-2 + +2-6 +2-7 + :2-L + 2-2 + 2-5 x çf,3 :
progressão Seométúca de ruzáo lf 2
:2-r +2-2 +2-4:LglL6
Qual a representação binária do número racional 7lL2?
Se, dado um número inteiro, a sua representa4ã,o binária se obtém efectuando as su-
cessivas divisões inteiras por 2 e considera,ndo os respectivos restos, é natural que a re
presentação binária da parte fraccionária se consiga multiplicando sucessivamente por 2 a
parte fraccionária e considerando, depois, as respectivas partes inteiras. Vejamos como se
pode organizar este procedimento.
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to :7112
r - parte fraccionária : Frac(ro) parte inteira : Int(ro)
7 /t2 0.








A representação binária do número decimal 0.875 pode obter-se da mesma forma:
Qual a maior diferença entre dois números binários do intervalo unitário? A resposta
é óbvia: 1 !
r: Frac(ro) Int(rs)
co :0.375 0.375 0.






E entre dois números que tenham em comum os primeiros dÍgitos a seguir à vÍr-
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gula/ponto, por exemplo, os dois primeiros ou os cinco primeiros dÍgitos?
Suponharnos que aqueles dígitos comuns são todos iguais a 0 (o raciocÍnio é igual se
forem iguais a 1 ou qualquer sequência de 0's e 1's).
Consideremos a o maior dos números que conseguimos escrever no sistema binário
com os primeiros dois dÍgitos iguais a zeÍoi a : 0.0011111...; seja ó o menor daqueles
números: à : 0.0000... . Então, l"- bl : 0.0011111.'. : +2-4 +
progressão geométrica de razio lf2
2-z - 0.25. Assim, a maior diferença entre dois números do sistema binário com os dois
primeiros dígitos em comum é igual a2-2.
Façamos o mesmo para números binários com os primeiros cinco dígitos a seguir à
vÍrgula/ponto iguais.(consideremos agora que são iguais a 1).
Então, o menor deles é c : 0.11111000... : 0.111110 e o maior é d : 0.111111...
Agora, lc- dl: 0.00000T: 2-6 +2-7 +2-8 + " ' :2-5
progressão geométrica de mzáo Lf2
Podemos a,firmar:
Proposição 4.1.10 Sejam r e y elementos d,o 'i,nterlalo unitá,ri,o e coru'iierem-le os 7e8-
peoti,uos erparuões binó,rias x, :O.aLazas.. . e y :O.btbzbs... .
Se ai - bi para i : L,...,k, entã'o lt - Yl < 2-k.
Demonstração 4.1.1L Sem peda d,e generalid,ad,e da demonstraçã,o, ossurna-se que
fi>y.
Sejam, r:O.arazas...akak+ro,k+2... e U :O.btbzbt...bxbx+tbx+2..., cofn le 2 L e
al: blraz: b2r... rdk: bk.
Entã,o,
l, - Ul : l1.a1a2as. . . o,ko,k+ro,k+2. . . - O.búzbs . . .bxbx+úx+2 . . .l <
2-5 +... :
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< l0.a1a2os . . . axT - o.b1b2bs. . . ósOl :
: 10.00. . .011 :'\/,
k d,ígitos:z#x+:
- 9-k
Concluímos, ass,i,rn, o pretendid,o. a
A propriedade que acabámos de demonstrar ser-nos-á útil no prosseguimento d.o nosso
estudo.
4.L.2 A função Serra e a expansão binária
Continuemos a procurar analogias entre o nosso sistema decimal e o sistema binário.
Vejamos o que se passa na multiplicação por L0 e por 2, respectivamente.
No sistema decimal o resultado da multiplicação de um qualquer número por 10 obtém-
se? em termos práticos, na deslocação da vírgula/ponto um algarismo para a direita.
Vejamos o que acontece no sistema binário quando multiplicamos por 2 : 102 que é o
mesmo que adiciona,r um número com ele próprio. Por exemplo,







1 0 [ ouseja,
0.01010
2rc x a: 102 x 0.001012 : 0.001012 + 0.001012 : 0.010102
o : 0.001012 ) " 2" a: 0.010102 (o ponto deslocou-se uma casa para a direita)
Vejamos outro exemplo:
b : 0.1010112. Entã,o,








(2nb)z: 10e x 0.1010112 : 1.0101.102 (deslocamento do ponto paxa o dÍgito à direita)
De uma forma geral, a multiplicação por 2 resulta na passagem do número O.atazasan. . .
para o número aL.a,2a'9a4. . .
( z* se oír<0'5
Como actua a função Serra, S(r) : { -* , no sistema binário?
l2r-l se 0.5(r(1
Utilizando a representação binária poderÍamos definir a função da seguinte forma:
S2@): já que L02: 2ro e 0'12 : 0.510
Por exemplo, 52(0.$1011) : 0.101t0 (deslocamento do ponto para o dígito à direita),
enquanto Sz (O.1rort) : t.r0tlO - 1 : 0.10110 (deslocamento do ponto seguido da
diminuição de uma unidade). Vejarnos outro exemplo deste tipo transformando u.r :
0.100101 por ,S2. Dado que u.r é maior do que 0.1, temos
S2 (0.100101) : 102 x 0.t00101 - 1 - 1'001010 - 1 - 0'001010'
Assim,
S(O.Da2asaa. ..) : 0.a2asa4...
S(O.la2asaa..'): L.a2asa4'.' - 1 :0'a2a3a4"'
De um modo geral temos
r : O.aLa2asa4... + S(r) : o.azasa4. . -
Portanto, sendo o número (no intervalo unitário) maior ou menor do que 0.12, o pro
cedimento para obter o seu transformado pela função Serra pode descrever-se em dois
pa.ssos:
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1.o - movimento/deslocamento da vÍrgula/ponto um dígito paxa a direita;
2.' - anulamento do dígito que ficou à esquerda da vÍrgula/ponto.
Observamos, assim, a facilidade de trabalho entre números binários e a função Serra.
Neste contexto é habitual denominar a função por shift operator que, numa tentativa de
tradução, podemos mencionar operador do mouimento.
Vejamos a aplicabilidade destes resultados:
f0 representação binária s (*)z (rr)ro
rl4 0.01 0.10 r/2
r12 0.1 0.00 0
0.375 0.011 0.110 0.75
7 /12 0.100I 0.00I r/6
t3/16 0.11001 0.100r 5/8
1/s 0.000m 0.00fiTm0 2le
Chegárnos ao momento de nos debruçarmos sobre a formalidade na escrita, em ex-
pansão binária, de um número do intervalo [0,1]. Já havíamos referido a equivalência
nas representações, por exemplo,0.5ro :0.01-z :0.102 ou lro : 1.02 :0.h, entre ou-
tros. Com a precisão do operador do mouimenúo há que uniformizar esta representação.
Vejamos a razãa.
Recordemos que os dois pontos mais problemáticos da função Serra são o 0.5 (ponto
de mudança de ramo da função) e o ponto L (único ponto em que não é váIida a forma
fraccionária da função Serra). Contudo, decidimos na altura não nos preocupaxmos com
este último, por ser um ponto irrelevante para a dinâmica da iteração da função Serra.
Manteremos esta postura relativamente à unidade.
Debrucemo-nos, então, em 0.5 e utilizemos o operad,or d,o moa'imenúo considerando as
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Quer num ou no outro caso o operador d,o moaimenúo conduz-nos a resultados diver-
gentes.
Não é difÍcil perceber a notação a usar. Para se alcançar o resultado correcto estipula-
mos, agora, que não se utilizem expansões com 1 como dígito de repetição, ou, por outras
palawas, a expansão binária de um número não pode ser periódica (simples ou composta)
com bloco repetido T. Assim, fica determinado que tlz :0.1 e não 0.0T ou L/4 :0.01 e
não 0.00Í, etc.
O opetodor do mooimento e a representação binária de números racionais ou
outro algoritmo para obter a representação binária de números racionais
O primeiro algoritmo que utilizámos pila escrever um número do sistema decimal na forma
binária baseava,se na noção de sistema de numera4ão de base dois - cada grupo de dois
elementos forma uma unidade de ordem superior. Por essa razão usií.rnos sucessivarnente
a divisão inteira por dois. Se o número não fosse inteiro, a representação binária da sua
dízima obtinha,se por cálculo inverso: utilizárnos a multiplicação sucessiva por dois.
Munidos com o opetad,or d,o moxi,menúo podemos agora estudar um outro método que
nos permitirá obter a representação binária de um número racional. Vejamos oomo.
Seja r um número (0 <, < 1) do qual pretendemos conhecer a sua representação
binária O.aoatazaea+. ..
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Façamos fro : Í e comecemos a iterar o operad,or do mou,i,menúo. Vamos obter suces-
sivamente os valores frn*L : S @") : Frac(2rn) , n :0,L,2,. . .







Exemplo 4.L.L2 utilizemos wn d,os números jó, trabalhados anteriormente.
Seja n: 0.375
k xx xp < lÍ2 ? dígito binário ay ?-xp Frac(2xp) : yo*,
0 0.375 s (srz) 0 0.75 0.75
I 0.75 n (não) 1 1.5 0.5
2 0.5 n I I 0
3 0 § 0 0 0
Ingo, 0.375 : 0.01lz
Exemplo 4.L.LB Outro ualor que mnuerternos no sístema binári,o foí 7 /12. Uti,lízemos
agora esta técnim e rcnfirtnemos o resultad,o.
k ,* xp < lD? dígiÍobiruirioal b2 Frac(?sç) : yn*,
o 7/12 n I 716 t/6
I t/6 s o IB t/3
2 IR s o 2R 2R
3 2/3 n 1 4B IR
4 IR § o 2R 2R
5 2R n I 4R IR
6 t/3 s o 2/3 2/3
Logo, 7/12: O.1OÓT
4.1 Funçõ,o Tenila e Funçõ,o Senv 91
4.L.3 A função Tenda e a expansão binária
A expansão binária é importante na análise das três propriedades do caos: sensibilidade
as condiçôes iniciais, transitividade topológica e a densidade dos pontos periódicos. Já
trabalhámos a representação binária para a função Serra, façamo-lo agora para a função
Tenda. Antes, contudo, introduziremos a noção de números duais'
Definição 4.L.L4 Dois números decimais o, e a* dizem-se d'uois se a suo, soma é i'gual a
101r0).
Da mesma forrna d,ois números biná,rios sã,o duais quando a sua sorno, é igual a
1012y :2110;
Por exemplo, o dual de b : 4.2247 ê b* :5.7753, porque
b + b* : 4.2247 + 5.7753: 10110)'
Os números decimais 3.246 e 6.753 dizem-se números duais, porque
3.2461r0y + 6'7531101 : 9'9110; : 10110).
É racit constatar que o dual do número decimal fr: at.a2a3at...é o número
f -- ai.al2ai"i... com a[ - I - ok para k : 1,2,3,..'
De modo análogo, no sistema binário os números a : 1.01001 e a* :0.101m são duais
pois o * o,* :1.0100T + 0.101m: I"11: 1012).
Assim, o número binário dual de fr, : ar.azayaa "'(dai.s) é fr* : ai'a$aiai"'(doís) I com
di: t - ay par:a k : L,2,3,. -. ou, o que é equivalente,
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Podemos, agora, explorar o efeito da expansão binária na função Tenda.
Recordemos que esta função é definida por
T(r): 2r se 0(r(0.5
2-2t se 0.5(r<1
Seja r € [0, 1] e a sua expansão binária x : O.ata2as. ..
se c ( tf2, entãa a transformaçã,o pela função Tenda é a mesma que para a função
Serra: T (r) :0.a2asa4. . . (r < Llz) .
Se r ) lf2, entãa,5(r) : 2r - t e
T(x):2-2r - 1- (2x-l) - 1- S(r) : t-0.a2a3a4..a:O.aiofiai.
Então, a representação binária da função Tenda é dada por
T (0.ap2a3...) :
Por exemplo, f (0.01011) :0.1011; f (0.11011) :0.01001 (ou 0.0101)
4.2 Caos na função Serra e na função Tenda
Relembrando que, segundo Devaney, uma função se diz cútica quando é simultanearnente
- topologicamente transitiva,
- apresenta sensibilidade as condições iniciais e
- os pontos periódicos são densos,
passaremos a mostrar que as funções serra e Tenda sã,o caóticas em [0,1].
0.a2a3a4... se a1 : 0
0.n5"áú... se at:'!-
4.2 Caos na Serra e na função Tenda
4.2.1 A função Serra e a transitividade topológica
Verifiquemos que a funçã,o Serra apresenta transitividade topológica. Com efeito, sendo ,[
e J dois pequenos intervalos abertos, existe um ponto inicial so, em /, cuja órbita entra




Figura 4.2.1: Dois valores iniciais ,ro que, ao fim ds algumas iteradas, alcançarn um pe-
queno intervalo de 0.0110
Seja,rn ,I e J dois quaisquer intervalos e seja n ) 0, de tal modo que a a,rnplitude do
intervalo .I seja maior do que L/2"-t. Seja, ainda, i^ o ponto médio do intervalo I, e U
um ponto do intervalo J. Consideremos a.s suas representações binárias Çn -- 0.a1a2ag. -.
e g :Q.btbzb3 . . . . Pretendemos encontrar/construir um ponto inicial r0 em .I que, ao fim
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xo : O.ataz.. . anb1b2bs. . .
isto é, a representação binária de 16 obtém-se copiando os n primeiros dígitos do ponto
médio i* de I e acrescentando todos os outros dígitos de y, em .I, obtemos o pretendido.
Com efeito, desta forma fica garantido que os está em 1, uma vez que li* - rol 1 2-n,
ou seja, a distância de 16 a i* ê, no máximo, metade da amplitude de 1.
Por outro lado, a,o fim de n iteradas do operad,or d,o movimenúo tem-se que
frn:O.btbzbt...:a.
Cumprimos, assim, o objectivo - no câso do operad.or d,o mou,i,menÍo (função Serra no
sistema binário) é possível alcançar/atingir qualquer ponto alvo do intervalo ,L
4.2.2 A função serra e a sensibilidade às condições iniciais
Podemos considerar uma definição mais precisa de sensibilidade as condições iniciais para
a função Serra: dado um qualquer ponto u0 entre 0 e 1, existe um ponto ys arbitrariamente
próximo de rs tal que o resultado das iterações iniciadas em Í0 e yo anabará,por afastar-se
de um certo limiar. Este limiar deverá ser o mesmo para todos os pontos e6 no intervalo
e é denominado urutante d,e seruibilidade. Observa.rnos que não é exigido que todas as
órbitas iniciadas perto de r0 excedam aquele limiar.
Utilizando o operad,or de moaimento estelimiar pode ser tão grande quanto Lf 2. Com*
cemos com um ponto r0 qualquer escrito na sua representação binária. Para ser totalmente
aleatório, podemos considerar que a sua representação binária é gerada pelo lançamento
de um dado - se sair face par o dÍgito a escrever será 0, caso a face seja ímpar o dÍgito será
1. Um resultado possível poderá ser
co : 0.0101101011100011001...
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Tentaremos agora encontrar um ponto grg, arbitra,riarnente próximo de rg, de tal modo
que a diferença para a órbita de us atinja o limite/limiar ll2 para alguma iterada. Podemos
escolher ys de tal modo que a sua representa4ão binária difira da de rs por um dígito
apenas. Por exemplo, se exigirmos que a distância de 3ts para r0 seja, no máximo, de 2-7
basta alterar o oitavo dÍgito de cs. Assim,
Uo : 0.0101101111100011001...
Após sete iterações temos
rz : 0'011100011001..' < á




Assim, para cada zs de ]0, 1[encontrarnos pontos Uo tão perto de ro quanto queiramos,
com aquela característica e concluímos que a função Serra é sensível as condições iniciais.
4.2.3 A função Serra e a densidade dos pontos periódicos
Consideremosumqualquerponto3l0cujaexpansãobináriaéao:o,Wk'Érucit
constatar que, nestas condições, y6 é um ponto periódico de perÍodo k. Com efeito, após
/c itera4ões de / obtemos outra vez o valor inicial yo e após mais ,t iterações da função
voltamos a encontrar o mesmo valor ys. Aquela sequência de dÍgitos binários representa,
então, um ciclo de comprimento /c. E facilmente podemos construir ciclos de qualquer
comprimento.
Entretanto, consideremos ,o um qualquer valor inicial cuja expansão binária é
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ro: 0.atazaa . . . e seja ür0 : 0.a@. -dE para algum &.
Nestas condições, fig ê lus diferem, no máximo, por 2-k e ug éperiódico. Isto é, para a
função Serra existem tantos pontos periódicos quantos os valores de rs, do intervalo [0, L],
e tão próximos de us quanto se queira. Assim, os pontos periódicos da função Serra são
densos.
Por exemplo, seja zo : 0.011101001101001011101101.... Com too : 0.0TfT, periódico
de perÍodo 4, temos luo - rrrol :2-T q 2-a.
4.2.4 A função Tenda e a densidade dos pontos periódicos
Quais são os pontos periódicos da função Tenda?
Procuremos os pontos eg tais que Ín - fo : T* (*ú para algum valor de n, sendo
Ík:T (r*-r) parale - 1,...,n. como proceder? Basta pegar num ponto periódico ru6,
com período rz para o operador do moaimenúo, e aplicar a função Tenda para obter um
ponto periódico to : T (u6) de ?. Confirmemos esta a,firmação.
Seja tus : §" (uo) um ponto periódico de período n da funçâo Serra. Utilizaremos,
ta,rnbém, aproprieil,ade ile substitui,çã,o em que a iteração da função Tenda ,i,vezç suces-
sivas, pode ser substitúda pela iteração da função Serra (i - 1) vezes, seguida de uma
transformação pela função Tenda. Temos, então,
T* (rd : T* (T(ro)) : Tn+t (.ú : T (Sn(u,o)) : T (-ú : Í0, o que significa que
us é um ponto periódico de período n da função Tenda, como pretendíamos.
Registemos, ainda, que o conjunto dos pontos periódicos da função Tenda é um con-
junto denso, uma vez que lhe pertencem os pontos densos da função Serra. Com efeito,
se considerarmos fro (fro € [0,1D com a expansão binária 0.ar.. .an...t então o ponto
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wo: 0.W. ..or, (ro < L/2) éperiódico por .9 com perÍodo (n + 1) . Daqui, no: T (rrro) :
0.o1 -- o"0- e ns é ponto periódico de de ? com perÍodo (n + 1).
Por exemplo, seja I :127132,281321. A este intervalo pertencem todos os pontos cuja
expansão binária é 0.11011.... Procuremos um ponto periódico em /. Consideremos,
por exemplo, o ponto médio do intervalo,55164: 0.110111, e façamos, de acordo com o
exposto anteriorment e, lro : O.0TmflT .
Assim,
r : T (uro) : 
" 
(0.m10-111) : O.TIOllTffi : #, ponto periódico com período 7'
4.2.5 A função Tenda e a sensibilidade às condições iniciais
Consideremos um qualquer ponto zs do intervalo unitário e a sua representação binária,
por exemPlo, fio : 0.atazal... .
Para um dado valor de n (n > 0), procuralnos um ponto yo próximo de rs, tal que
lno - yol < 2-n e tal que as órbitas de zs e de ys difiram, em alguma iterada, pot e : Lf 2.
Fazendo
W : 0.ay..o*alr+tan+zan+t...
isto é, alterando o dígito de ordem n * L, obtemos lro - yol < 2-ÍL e provârse que
lr" - y"l: L/2- vejamos:
ffi 0,n:0 temOS
Ín:Tn(ro): T(s"-t (ro)) : . yn:T"(yo):7(gn-t (yo)) :
:T(0.anan+tan+2an+3...): :T (O'anai+tan+2an+3"'):
: T (0.0orr+ tan+zan+g...) : : f (0.04ã+ ran+zan+s...) :
:0,ana1an1;2a,,+s... : 0.alq1an42om+3...
98 Caos na função logtstica
o que faz com que, neste caso, l** - U^l: l/2;
S€Orr:ltemoS
nn:Tn (ro): T (s"-r (ro)) : " an:7"(yo):r ($,-t (yo)) :
:T(0.anana1anq2o,n:rs...): :T (0.a*aí+tan+2an+8...) :
:T(0.1a"+tan+2an+3...): :f (0.1air+pn+zan+e...):
: 0.aluai*zai,+y.. : 0.analalazair+2...
e, também neste caso, lr" - y"l: ll2, como pretendíamos provar.
Assim, dado um qualquer ponto Ío entre 0 e 1, existe um ponto ys arbitrariarnente
próximo de cs tal que as órbitas de z6 e y0 âcabarn por diferir, nalguma iterada, por l/2.
Esta característica é garantia de que a função Tenda é sensÍvel às condições iniciais.
4.2.6 A função Tenda e a transitividade topológica
Dados dois quaisquer intervalos abertos I e J do intervalo unitário, é sempre possível
escolher um valor de z suficientemente grande e os dígitos aL ... &n e àr ... à,, para os
quais todos os números binários em [0, 1] cuja expansão binária começa por ato,2...a, estão
no intervalo 1 e todos os números binários iniciados por b1b2...b, estão em .I.
Seja cg € .I de tal modo que an-ésima iterada é elemento de J, ou seja, r,, : T" (ro) €
J. Iremos considerar duas situa4ões: o caso de an - 0 ou ar, : 1.
Se a, : 0 fazemos fo : 0.at...anbt..-bn e verifica-se que, para este valor assim escolhido,
nn: Tm (ro) : T (S*-t (ro)) :
: T (0.a"bt...bn) :
: 7 (0.0ór.. .bn) :
:O.bt...bn e J
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Se a,, : 1 escolhemos ro:0.ar...a^bi...bi e temos
nn:Tn (zo) : ? (Sn-t (ro)) :
: T (0.a.bi...bi) :
: 7 (0.1ói...àl) :
:O.br...b,,111... e J
Em ambos os ca.sos ro e I e a n-ésima iterada x,n e J.
Assim, a partir de um qualquer ponto do intervalo f é possÍvel alcançar o intervalo "I,
isto é, a função Tenda é topologicamente transitiva.
ConcluÍmos, então, que a função Serra é caótica,, bem como a função Tenda.
4.3 Conjugaçãotopológica
Deffnição 4.3.1' sejam as funções Í, D 
- 
D e g : E 
- 
E. Dizemos que f é topologi-
mrnente unjugad,a a g se existir utn homeornorfisrno r : D + E tal que r o f : g o r.
Neste u,so, r é d,enominad,a uma unjugação topológiu,.
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É fecl perceber que chegaremos ao mesmo elemento seguindo algum dos dois caminhos
indicados pelas setas. Dizemos que o diagrama é comutativo.
Como r é um homeomorfismo, então existe a sua inversa r-L e temos
,-r (, (/ ("))) : Í (r) .
Dado que r comuta com / e com g podemos substituir na igualdade anterior r (/ (o))
por g(r (r)) e escrever



















Do mesmo modo, se g é um elemento de D, temos " 
(Í ("-r (y))) : g (g) .
Relembramos que umâ função g : D ---- -E é um homeomorfismo quando é bijectiva,
contínua e a sua função inversa também é contínua.
A seguinte proposição, que não demonstraremos, vai ajudar a perceber a relação entre
dois espaços homeomorfos.
Proposição 4.3.2 Sejam D e E subconjuntos d,o conjunto d,os números rcnis e seia
g: D ------+ E um homeomorfurno. Entõ,o,
a) o ennjunto(J, de D, é aberto sse g(U) é abeúo em E;
b) a sucessão frttrztfy,... em D conuerge para Ít ern D, sse a sucessão
ç (ri, p @2), I @B) 1. . . e.onaerge para g (r), em E ;
c) o conjunto F é fechad,o em D sse o aniunto P@) é techailo em E;
4.3 Coniusaçã,o topolóoien 101
d) o conjunto A é denso em D sse o coniunto g@) é deruo em E.
Assim, se D e E são homeomorfos, então as topologias de D e de .E são iguais. A
condição ro Í - gor garante que as dinâmicas também são iguais. O teoremaseguinte
confirma esta afirmação.
T'leorema 4.3.3 SejamD eE subconjuntosd,o conjunto d,osnúmerosreais, t:D - 
D,
g i E -----. E e r : D --- E uma coniugaçã,o topológi,ca d'e f e g. Entõ,o,
o) ,-L : E ------ D é uma conjugaçã,o topológiu,;
b) r o fn : gÍt or, para tod,os os números natura'is n;
c) p é um ponto peri'ód,im d,e f sse r(p) é um ponto periód,ico de g. Além d,isso, os
períod,os primitiuos d,e p e d,e r (p) são iguais;
d) se p é um ponto peri,ód'i'co d,e f cujo conjunto estó,ael é W" (p), entõ,o o uniunto
está,ael d.e r (7t) é r (W" (yt));
e) os pontos peri,ód,icos d,e f sã,o d,ensos em D sse os pontos peri'ód,ias d'e g sã,o d.ensos
em E;
Í) Í é topologiumente trarwitiaa ern D sse g é topologienmente transitiaa em E;
g) Í é caótica em D sse g é mótica em E.
Demonstraçáo 4.3.4 Ausiliar-nos-ernos, ern partes d,a d,ernonstração deste teorema, de
d,iagramas comutatiaos {lue a@rnpanharã,o alguns d'os argutnentos.
a) Por d,efini,çã,o d,e conjugaçã'o topológiu, (r é uma uniugação topológi'm,, por hipótese),
r é uma funçã,o bi,jectiaa, contínua e a, suo, inuersa r-L é também uma funçã,o contlnua.
Consquentemente, é triaial a d,emonstraçõ,o de que r-r é um homeomorfismo d'e E
em D.
. < R S.r.,.
-., 
.,,../-.1.,. a. t;.,. , 'jtti _
- tçL11t'l ,i r:.,11i'
,'ltfiiuiu*i,.,r;i{'-
' I r ilt:-
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Por outro lado, ainda pelo facto d,e r ser uma conjugaçã,o topológica, aerifica-se a
i,guald,aderof:gor.
Operand'o pela conxposi,çã,o d,e funções r-L em ambos os membros d,esta igualilad,e, d
esquerd,a e à d,ireita, temos
r-l o r o Í o r-7 : T-l o g o r o r-l
que é equiaalente a
Íor-L:r-log
O diagrama seguinte rcforça esta túltima iguald,ad,e:
r-r (y) J- i Q-r (s)) : ,-L (s @))
-I r ^ -ír - | lr'
a ; s(a)
Por r-r ser urn homeomorfismo tal que f or-L : ,-l o g, fiu, proaad,o que r-l é uma
ennjug ação topológica.
b) Prouaremos que r o Ín : gn o r, pelo método d,e i.nilução matemá.tica-
Para n : L uerifiu,-se que r o t : g o r.
Supond,o aó,lida aquela i,gualilad,e para n, também o serú para n * l, uma aez que, pelas
propried,ad,es operatórias d,a cornposição d"e funções, podemos escreaer
r o Ín+r - (, o Í") " Í : (gn o r) " Í : go o (, " Í) : gn o (g " r) -- gn|L o r,
conclui,ndo, assim, o pretend,ido.
Poderíamos ter optado por urna uisualizaçã,o em d,i,agrarnas comutatiuos, conlo se segue,
mui,to elucid,ati,aa: seguind,o uma direcçã,o ou, or.ttra, no erterior d,o d,iagrama, obtemos o
n1,esn1,o resultado.




















c) Suponharnos quep(pe D) éponto periód,ico d,eperíodok de f . Então, fk(p):p.










sk k @» :, (Ík (d)
Assim, gk("(p)):r(Íu (p)) : r(p), o que si.gnifiu, quer(qt) éponto periódiu oom
peúod,o k d,e g.
Mostremos,ainda,quekéopeúodoprimitiaod,er(7t).^9e0<n1k,entã'ogn(r(p)):
r(Í" (p)) *"(p), u,rna aez quer é injentiua e Í"(p) * p para0 <n<k. Portanto, r(p)
ê ponto periódico d,e g com peúodo k.
Concluhnos, entã,o, que r transforma pontos peri,óili,cos d,e f em pontos peri'ódicos de
g. Como r-t é uma ennjugação topológi,ca (alínm a), d.e rnod,o anó,logo se pfioüa que se g
(q e E) é ponto periód,ico d,e g um peúodo primiti,uo k, então r-L (q) é um ponto peri'ódio
de f com peúod,o prirni,tíuo k.
d,) Seja p un ponto periódico de f com períod,o primiti,ao k , ou seja Ík (p) : p "
Í"(p) *p, ** 0 < n 1k , e sejar um elemento do unjunto estô,ael d,ep, i'sto é, patn
ud,a6 > 0 eú,ste um N tal que sen) N, tem-selír" (*) - el < 6. Temos d,ernostrar que
parauda€) 0, edste M tal queparan) M entõ,olso"(r(")) - "@)l<r.
Suponhamose>0. Dado quer é mnttnua, eristeum6>0talque
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la-pl <ô- lr@)-r(p)l<e
Escolhend,o M d,e tal mod,o que se n > M tenhamot lÍr^ (d - pl 1 õ, por untinuidad,e
d,a função r temos
l, (Ír" (")) - " @)l 
: lgu" (, (")) - , @)l < ,
e concluímos a proaa.
e) Por 1.3.3 c) e por 1.3.2 d)
Í) Seja t : D -. D uma funçã,o com tmnsitiuiilaile topológica. Pretend,emos d,emons-
tmr que a função g : E -----+ E também tem essa característ'ica. Para tal, basta rnostrar que
se fr e y sã,o elementos de E e e > 0, então eriste um elemento z d,e E tal que lz - xl < e
e lS" k) - yl < € p&ro, algurn n.
Consid,eremos, entõ,o, os elementos d,e D, Í' : T-L (*) 
" a' 
: r-r (a).
Pelo lacto d,e r ser contínua, tem-se que para cada e > 0 eri,ste um 6, tal que
l. -*'l ( d, e l"@) -"(r')l:lr(w) -rl < 6 (i)
Do rnesmo mod,o, eriste um 6n tal que
l, -y'l ( ôy + l"(r) -r(y')l:lr(w) -ul<e (ii)
Façamos d : min {õ", õv}. Pelo facto d,e f ser topologicnmente transi,ti,aa mi,ste z' , em
D, talquelr'- z'l<6 "lÍ^Q')-y'\16 para olgumualor d,en. Seja, agora,, z:r(z').
Entã,o,
lr' - r'l < ô < õ, ffi1\, - rl 
: lr (z') - r (r')l < e
lÍ"Q')-Y'l<õ<60 oÊul
lg" Q) - sl -- lg" O Q')) - " (u')l -- l" (Í" (r')) - r (y')l < e
Logo, g é topologimmente transitiaa em E.
Pelo facto d,e r-r ser urna conjugação topológica de g para !, argumentaçã,o aná,loga
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justifica a i.mpli,cação inuersa, fiennd,o concluid,a a demonstraçã,o da propried,ad,e.
g) Para justifiunnos esta propried,ad,e atend,amos ao turemar se4uinte:
Tanema:
«Seja D um subconjunto infinito d,e números reais e f : D ------+ D uma função contínua.
Se f é topologicamente transi.tiaa em D e os pontos peri.ódicos d.e f são derwos em D, entã,o
f é caótica ern D»».
Entõ,o, por f eg serenxmntínuas, porl.3.3e) e Í)epeloteoremaenunciad,o, podemos
conclu'i,r que f é caóti,ca em D sse g é caótica em E, como pretendíamos.
Concluúmos, entã,o, a demonstraçã,o d,o teorema 4.3.3. a
Nota 4.3.5 R.e,terin1,os o facto d,e que a edstência d,e uma conjugação topologicn entrc
duas funções garante que os topologias e a d,inô,mica dos dois espa,ços é id,ênti.ca. Contudo,
este úJtimo tuttma, que pnoaa essa rnesrna dinômi,ca, nad,a reterc quanto à sensibilidade
às condi,ções iniciais.
Corn etei,to, em geral esta sensibi,lidad,e às cond,ições iniciai,s nã,o se mantém pela conju-
gaçdo topológi,cn. O enernplo segui,nte é eluci.dati.ao d,e que aquela propri,ed,ade nern sernpfie
se mantérn. Contud,o, se os d,omínios d,e f e d,e g são fechad,os e limitad,os, mais pruàsa-
mente cornpactos, entã,o a sensibilid,ad,e às und,ições iniciai,s é mantid,a pela onjugaçã,o
topológi,ca . (Para mais d,etdhes, uer Banh,s [2] )
Exemplo 4.3.6 Corcid,eremos as funções / :10, f [-----]0,1[: o - 
n2 e
g :]1, +m[----*]1, +m[: f -- f2.
A funçã,o r:]0,1[------]1,+m[: r + ! eumaconjugaçã,o topológicaentre f eg. De
I A ilemonstração pode encontrar-se em Hotrngren [17]
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facto, a tunçõ,o r é bijutiua, conttnua e r-L :lL,*oo[------+]0, L[ é, também, contínua. Aind,a,
ro Í - 9or, um,aaez que ("" Í)(*):, (*'): t " bor)(r):9(t) : (*)' : t.
Portanto, a,pesar d" Í " g serern topologicamente conjugad,as, f nd,o apresenta sensi-
bilid,ad,e à,s mnd,ições iniciai,s enquanto g tem essa característica.
Nesta altura podemos justificar, fazendo uso da conjugação topológica, que a função
logística definida por .L (r) : 4x (1 - ") é cútica em [0,1].
Teorema 4.3.7 A funçã,o logística La: [0,1] ._+ [0,1] : n, ------+ L(r) :  n(L-r) é
topologicamente conjugada à função Tenda ? : [0,1] - lD,L) 
d,efiniila por
T(r): 2r se 0<z<0.5
2-2r se 0.5(c(1
Demonstração 4.3.8 Mostremos que a funçã,o r : 10,1] - [0,1] 
: fr, -----) sin2 (fix) e
uma ennjugação topológim enfue as d,uas funções.
Com efeito, r'(n) : f sin(z'z) eriste em [0,1] " é estritamente positi,aa emll,L[, o
que justifica os prcpri,el,ades
a) r :10,1] 
- [0, 




c) 7-t: [0,1] ------- l1,ll é untínua.
Por outro lad,o, a propried,ade
il) roT:Lor
ueri,fica-se por:
§e 0 í, < L, então (ro") (z) : r (2n) : sin2 (T Q")) : sin2 (zrr)
SelSx,1l, então (r of)(r) :r(2-2r): sin2 (f (2-2r)):
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: sin2 (n - rx) :
: sin2 (z.c)
Ass'i,m, (r oT) (r) : sin2 (zrc).
Ainda,
(Lor)(r): L (sinz (4r)) :4sin2 (ír) (t - sin2 (8")) :




Demorutrúmos, entã,o, que a tunção r é uma conjugação topológi,u, enhe as Íunções
logística referida e a funçã,o Terula. I
Corolâri.o 4.3.9 A funçã,o L (r) : 4n (7 - r) é caóti.ca em l},Ll.
Demonstração 4.3.1O Consequência d,os tenrernas 4.3.3 e 4.3.7 e pela facto d,e a função
Tend,a ser caótica naquele interlolo. I
4.4 Eamflias de F\rnções e Bifurcações
Estudaremos, nesta secção, farnflias de funções indexadas num parârnetro. Por exemplo,
a fa^rnília de funções da forma l^(*) : rrtfr) em que ?2, assume qualquer valor real, é a
famÍlia das funções lineares (função real de variável real). Para cada concretizaqãa de m
temos uma função linear e rn denomina-se o parâmetro da farnÍlia.
O que pretendemos estudar é a influência do parâmetro na dinâmica de cada função
daquela famflia. Interrogamonos de que modo a dinâmica de uma função se altera con-
soante a alteração do pa,râmetro.
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Vejamos, paÍa lm(*) : mx.
Procuremos os pontos fixos:
se rrr: L, então todos os pontos da função são pontos fixos;
se m f 1, entã,o 0 é o único ponto fixo de I-.
Pesquisemos a existência de pontos hiperbólicos que sã,o, relembremos, aqueles cuja
derivada é, em valor absoluto, diferente da unidade. Como para cada valor de r se tem
l!*(r) : m e ll!*(")l : 1 para fii,: I oo rn: -1, estudemos as diversas possibilidades:
sern < -LVm ) 1, temos lh(O)l ) 1e, portanto,0 é um ponto fixo hiperbólico
repulsivo e todos os outros pontos estão no conjunto estável do infinito (17" (oo) : IR\ {0}) ;
se rn : -1, então todos os pontos da função, com excepção do zero, são pontos
periódicos com período primitivo 2;
se -1 < nx < 1, verifica-se lrl (O)l ( 1; neste caso 0 é um ponto fixo hiperbólico
atractivo e todos os pontos estão no conjunto estável de zero (I7" (0) : R);
















l(r) : -1.6r i r;o: -2 l(r): -L.6r i ro :0.6































I (r) :0.3r ; co : -3.2 I (r) : 0.3t ; ts : {.)
















l(r) :2x ; rs: -2.2 l(r):2t; ts:1.$
rn)l - o ponto fixo é um repulsor
Assim, à medida que m vai crescendo e se aproxima de -1 o ponto fixo zero é um
ponto repulsor; imediatamente a seguiÍ a rn: -1 e à medida que se aproxima de 1 o
ponto fixo znto passou a ser um atractor; logo depois de m : L o ponto fixo zero volta a
ser um repulsor. Para m: -1 ou m : I a dinâmica de cada função é claramente distinta.
Resumindo, verificamos que a dinâmica da famÍlia l*(r) : rnfr não é alterada para
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m : L), aquela ünâ.rnica é alterada, voltando a manter-se constante noutro intervalo
prolongado. A estas alterações súbitas da dinârnica de funções chamamos bifurcações.
Mais notamos que no ponto fixo zero, pararn: -1 ou rn: l, se tem l/(0)l : 1, isto é,
para Í : 0 a funçã,o tem um ponto não hiperbólico. Veremos que é habitual a presença de
pontos fixos não hiperbólicos paxa os valores do parâmetro em que se dão as bifurcações.
Assumindo, então, que uma bifurcação é uma alteração qualitativa na dinâmica de
um sistema, continuemos o nosso estudo observando a dinâmica de algumas famÍlias de
funções.
Exemplo 4.4.L Consid,eremos a famíli,a de funções quadrú,ticos d,o tipo U : 12 * c, sendo
c um parô,metro ru,l positiao (, > 0). O gró,fico d,e cad,a elemento d,aquela família é uma
paró,bola que, relat'i.uarnente à bissectri,z dos quadrantes ímpares, recta de equação U : n,
tem zero, un?, ou d,ois pontos ern @rnurn coruoante 
" 
> i,6 : f, ou c < f,, respectiaamente.













!5 OI oa 0l
c>f, ç- 1
7, 0<r<i
Corutatarnos que mda elemento d,aquela famílio não tem pontos finos quand,o c > f, e
tod,os os pontos pertencern ao mnjunto estó,uel d,o infinito (I{/'(m) - R.).
Para c: l, a ÍunÇã,o resultante (y : "' + i) tem apenas um ponto fi,xo nã,o-hi,perbólico
ern fr: l; este ponto fino é atractiuo d esquerd,a e repulsiao à direita. Agora,
W" (L/2) : l-l,Ll e W" (*) :l - -,-â[u]],+*[.
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Para 0 < c < 1, coda função resultante tem doi^s pontos finos, um atructor (po) e um
rcpulsor (p,) ** po 1p,. W" (p") :1- p,,p,Íi W" (*) :] - oo, -p'[u]p", +oo[







Podemos visualizar a influência do parâmetro c relativamente à existência e tipo de
pontos fixos em cada função da farnília, Representemos aquela relação num diagra,rna,
denominado diagrama de bifurcação relativo à famflia de funções quadráticas do tipo
Uc : 12 * c . Neste diagrarna os valores do parâmetro c encontram-se no eixo horizontal
enquanto os valores do domínio se encontram no eixo vertical. A curva que se visualiza
dá.nos os pontos fixos de Uc püa cada valor do parâmetro c 4.4.L.
Este tipo de representação é muito sugestivo.
Estudemos outras farnflias de funções.
Exemplo 4.4.2 Sc(r):csin(x) , com 0<c< f elrl<n.
Para O < c < l, ud,a funçã,o tem um ponto fi,xo ern fi : 0, ponto atmctor. Para
1 < c < L2, c,ad,a funçõ,o p$so, a ter mais d,ois pontos ftxos, atractores, mas o zeno puJsa o,
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x
I I
Figura 4.4.1: Bifurcação Sela-Nó. Diagrama de bifurcação para a família de funções
quadráticas !s:fr,z *c, c>0
ser urn, repulsor.
O d,iagrama rle bifurcação serd,, pora os aalores de c d,aquele interlalo:
Fi,gura 4..4.2: Bí,furcaçã,o Forqui,lha - di,agrarna d,e bifurm,çã,o para a família y : csinr,
0<c<$elrl<r
Uma bi,furcação cujo d:i,agrama tem esta fortna ou similar d,enomina-se bifuu,çõ,o
torquilha.
0 c
Exemplo 4.4.3 E"(r) : e'+'
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Também para esta tamília d,e funções podemos consid,erar três casos relatiuarnente à
intersqão d,o gró,fico d,a e.tponencial um a bissutriz d,os quadrantes tmpares: o grúfien
intersecta a tzcta em eractamente dois pontos, se c < -1, num ponto de tangência, se
c: -1, ou não hó, qualquer ponto d,e intersecçd,o, se c > -L. Por outras polawas, o gró,fi,co
de uma função ilaquela família teró, d,ois pontos fiios, um ou nenhum ponto ftno, unsoante
o ualor d,e c.
Relembremos que a torrna d,e cad,a gró,fi,co d,a famíli,a se mantém à med,ida que c au-
menta, rqistando-se apenas um deslocamento de cad,a gráfim para a esquerda.
Consid,ercmos, ern pri,meiro lugar, c 1 -l e d,esignemos por a e b os d,ois pontos ftnos
da função E, um a < b (na figura, a e b umespond,em, respe*tiaamente, ao ponto de
intersecção mais à esquerd,a e ao ponto de i,ntersecçã,o ma'is à, d,ireita).
Relatiuamente ao ponto a aerifica-se corn tacilidade que 0 < E'(o) < L, ou seja, a é
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c1-L ; tlois pontos fi,ros: a1b; a - ponto atractor
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Relatiaamente ao ponto b temos E' (b) > L, ou seja, b é um ponto hiperbóli,co repulsiuo,
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E(r):e-t; ro: -1.8 D(r):*-r; no:1.4
c:-li ponto firo atractiao à esqaerila e repulsiuo à dáreita
3 1
Quando c: -l (figuro anterior) os d,ois pontos fi,xos dõ,o origem a um só ponto ftno
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E-r (1) : e0 : L e proua-se que este é único. Entretanto este é urn ponto não hi,perbóli,co,
urna uez que E'-1(1) : 1. Grafim,rnente pod,e obseruar-se que o ponto fino é utn ponto
atmct'i,uo à esquerda d,e n -- 1., enquanto à, ilireita é um ponto repulsiao, tal enmo é su,gerid,o
na figura abai*o. De outra forrna, W" (L): l-oo, Ll ouW" (*) : 11, +oo[.
Para c > -1 o gró,fim resultante nã,o intersecta a ruta de equaçõ'o U : Í, o que
signifi,u, que E"(r) nã,o tem pontos firos. Então, d,ad,o que cad,a função é contínua, não
pod,e ter pontos periód,i,cos (Teorema d,e Sharkoasky). Grafi,cnmente é fó,cil perceber que
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E (r) : 
"a-o'í i íro 
: -1.8
Sumário 4.4.4 Nesto família d,e tunções, à, rneilid,a que o parômetro c crese e se oprori,mo
d,e -L, os dois pontos ftnos a e b uã,o-se aprcrirnando grnd,uahnente até se identi,ficarcm
num só quand,o c: -L. Imd,i,atamente a squ'i.r aqueles pontos fwos d'esaparecem. Este
tipo ile bifurcação é conhuiila por bitureação sela nó (figura 4.4.3).
4.4.L Bifurcação na LogÍstica
A função logÍstica apresenta um terceiro tipo de bifurcação quando r : t - bifurcação
transcrítica.
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-3 -LS -? .1.5 -t 4.5 0
Figura /1.1.3: Diagrama d,e bifurmção para a família d,e funções E.(r) : e'+" - bifurcaçã,o
sela-nó
Estudemos, então, a famÍlia de funções do tipo Lr(*):rt(I - r), com O <r 14.
Existência de pontos fixos:
L, (r) - n ê r(r (L - r) -1) : 0 = Í,: 0 Vz, - 1 - * (r;' 0). Assim, a função
logÍstica tem dois pontos fixos: 0 e outro que designaremos por pr: I - l.
Hiperbolicidade dos pontos fixos:
A função derivada é definida por L!, (*) : , - 2ry: r (1 - 2*);
A derivada em cada ponto fixo é igual a: L',(0) : r; L',(p,) : L', (L - l) :2 - r.
Então,comor€R+,
lrl(0)l -1<+r-1
It',(p,)l - 1 <+ r : 1V r :3
No caso de 0 < r 11, tem-se lrí"(0)l <LelLt,(p,)l > 1, o que significaqueos dois
pontos fixos são hiperbólicos, sendo um atractivo (0) e o outro repulsivo (pr).
e
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Se r : 1., vem pt : 0e a função tem um único ponto fixo (0). Agora lr' (0)l : 1 o que
significa que 0 é um ponto não hiperbólico. Neste caso, 0 afasta pontos menores do que
r,eÍo e atrai pontos maiores do que zero.
Se 1 < r ( 3 tem-se lrí- (0)l > I e lLt,(p,)l < 1, o que altera 0 para um repulsor e p"
para atractor.
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0 é repulsori pr.s é atractor (pr.s > 0) 1<r<3




Figura 4.4.4: Realce para a bifurcação transcrítica na função logística L, (*) : ru (L - r) ,com0(r(3
E para r :3? Ou r > 3? Neste último caso os pontos fixos com que temos trabalhado
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l0,pr[, repelidos simultaneamente por 0 e por p.? Como passa a ser a dinâ,mica da função
resultante?
Verificámos que a função L, tem um ponto fixo repulsivo em 0 e um ponto fixo atractivo
maior do que 0 quando ! < r < 3. Uma visualização do gráfico de .L| elucida-nos que .L,
não tem outros pontos periódicos para valores de r deste intervalo. Para r : 3 o maior
ponto fixo ê 2f3, atractivo apesar de não ser hiperbólico (,L! (2/3) -- -1). Para r > 3 o
ponto fixo é repulsivo.
Uma análise gáfica quando r : 3.05 sugere-nos que o maior número de pontos em ]0, 1[
ê atmído para uma órbita de perÍodo 2 que atravessa aquele ponto fixo inicial. Com efeito,
para alguns valores de c (0 < fi < 1) temos as seguintes visualiza@es do comportarnento






























L (") - 3.05r (1 - ") ) ro: 0.55 [0.5,0.8] x [0.5, 0.8J
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L (") : 3.05 n (L - n) \ no: 0.65 [0.5,0.8] x [0.5,0.8]






















y - L\.gu @) ; ponto fixo atractivo y - f3 @) ; ponto fixo atractivo






0.5 o:u 0.7 0.75 o-8
y:L?.os@) ; dois pontos fixos atractivos, 0.59, 0.74, que definern órbita periódica atractiva de período 2
Reparemos que (Ll)'(pr) deixa de ser um valor menor do que L para ser maior do que
1. Portanto, o ponto fixo passa de atractivo a repulsivo. Por outro lado, pela continuidade
da função ,L., surge uma órbita atractiva de perÍodo 2.
Um diagrama de bifurcação para a famflia de funções logÍsticas ê visÍvel na figura 4.4.5.
+
t
Figura 4.4.5: Diagrama de bifurcação para a famflia de funções Lr(x): ra(L-r). 4
linha a tracejado representa uma órbita atractiva de período 2.
Este tipo de bifurcação é denominado bifurcação de duplicação de período, uma
vez que no ponto de bifurcação (r : 3) surge uma órbita periódica atractiva com o dobro
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Reforcemos aquelas conclusões sobre a dinârnica da famflia de funções logísticas uti-
lizando, agora, o iterador quadrático frn*r : rrn(l - rn),n : }rLr2r... e r > 0 e ex-
ploremos o comportamento deste iterador para todos os valores do parâmetro r entre L e
4. É certo que já sabemos qual a dinâmica da função para valores de r até 3 e a bifur-
cação quando r : 3, mas façamos uma interpretação daquele diagrama sob outro ponto de
vista. Mais precisamente, interessa-nos pesquisar o comportamento a longo termo desta
função/iterador.
Sendo 1 < r < 4, é óbvio que a iteraçã,o produz valores Ín que permanecem no intervalo
[0,1] para um valor inicial rs do mesmo intervalo. Vejamos o que acontece para r :2 e
diferentes valores iniciais daquele intervalo. Nas figuras seguintes estão representadas as
primeiras40iteradaspaxar:2edoisvaloresiniciaisro:0.22ets:0.8.Depoisde
uma fase inicial de poucas iteradas, a órbita estabiliza num ponto fixo o qual é apelidado
de estado final e, neste caso, é igual aLl2.
o8





























O sistema está etrl estado de equilÍbrio; em qualquer dos casos, a órbita estJbiliza em 0.5
Marcamos, então, no diagrama (figura 4.4.6) o ponto relativo ao estado final em função
do valor do parâmetro r : 2. Representamos, assim, o ponto de coordenadas (r :
2;estado final : 0.5).
Procederemos de modo análogo para outros valores do parâmetro r e valores iniciais
c6 aleatórios. Comparemos a evolução do iterador para os valores de r que já havÍamos
a a o rt a a ra a ra o ra ra a a ta It (D a a a o o a rD a a rD rl) It iD .) ra a a
0
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tz
Figura 4.4.6: r - 2; estado final: 0.5











20 n s 80
r - 2.95
A órbita estabiliza num ponto fixo: 39/59-0.661
tm
n



























Órbita periódica tle período dois, estabilizand.o nos valores (aproximados): 0.59016; O.7377O
Então, no diagrarna representa,ríamos os pontos
(2.e5;0.661) ; (3;2/3) ; (3.05;0.59016) ; (3.05; 0.73770)
Nota: os valores aproximados foram obtidos após, aproximadamente, 500 000 iterações,
com auxflio de uma folha de cálculo electrónica.
Vejamos o caso de r : 3.1 para dois valores iniciais ro : 0.075 e, frs :0.65. Para
além da evoluçã,o do sistema numa série temporal, podemos ver a forma como é feita
a aproximação aos dois valores periódicos (0.55801 ou 0.71457) entre que oscila a órbita
considerada em cada caso.
n
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r -- 3.L i ro: 0.075






























r : 3.1 i ro: 0.65
ilffi
0







02 04 06 08
xín)
r - 3.L i fra: 0.65
Vejamos para r - 3.54 :
a .l
Órbita estável oscilando entre quatro ralores: 0.38282;0.82694;0.50088;0.87450 (valores aproximados)
No diagrarna pode ver-se a correspondência sntr1s alguns valores de r e os respectivos
estados finais das órbitas consideradas. A este diagrama damos o nome de Diagrama de
Órbitos (figura 4-4-Z).
Observamos, então, que paxa parâmetros r > 3 o estado final do iterador não é um
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üit
1 Ê2 3.1 !L5 4
Figura 4.4.7: Correspondência entre valores do parâmetro r e estados finais de órbitas
atractivas
Evoluçao caótica do sistema definido por Í (r) - a* (L - *)








































































Este diagrama é também conhecido por diagrama de Feigenbaum. Esta imagem só
é/foi possível graças ao desenvolvimento da tecnologia informática sendo considerada,
então, um maxco importante no estudo do Caos. A estrutura principal observada neste
diagrama é a de uma árvore com ramos, que caracteriza as mudanças qualitativas da
dinâmica do sistema logístico: de um tronco maior da árvore vê-se uma bifurcação em dois
rarnos, dos quais se vêem novamente bifurcações em dois ramos e assim sucessivamente.
Estamos perante um diagrama/estrutura de duplicação de período. Exploremos, ainda,
esta imagem e o comportamento do sistema dinârnico subjacente.









15 2 3 35 4
1
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Figura 4.4.8: Diagrama de Feigenbaum em 12.3;41
Observações:
- um rarno da árvore (0 < t < 3) significa que o comportamento a longo praao do
sistema tende a estabilizar num ponto fixo para o qual é atraído;
- ao dar-se uma bifurcação vemos dois ramos da árvore, o que significa que o sistema,
a longo pÍazq oscila entre dois estados - comportamento periódico de período dois;
- ao dar-se nova bifurcação vemos quatro ra,rlos, o que significa que o comportamento
do sistema, a longo praz,o, passou a oscilar entre quatro estados - comporta,mento periódico
de período quatro.
Estamos a falar, como já referido, na duplicação de período:
1, + 2 ---+ 4 --+ 8 --- 16 ---+ ...
Na parte direita do diagrama o sistema torna-se caótico, atingindo infinitos valores
diferentes e, paxa r :4, varrendo todo o intervalo [0,1].
O diagrama de Feigenbaum tem caracterÍsticas próprias, de natureza qualitativa ou
1
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quantitativa. Relativamente às primeiras, observemos a sequência de imagens em que se
fazem ampliações sucessivas de partes do diagrama. Na primeira frgura pode ver-se a
parte do diagrama referente à janela de visualização [3, 3.678] x [0.2722; 0.7287h a se-
gunda figura realça o diagrama numa janela 13.45122; 3.59383]x [0.4105; 0.594] , enquanto
a última imagem permite ver o diagrama numa janela bem mais restrita de dimensões
[3.5a416; 3.57490] x [0.4636; 0.5357].




















Diagrama de Feigenbaum em [3, 3,678J x 10.2722; 0,72871
36 348 35 3p 354 3ffi 3S
x
Diagrama de Feigenbaum em [3.45 L22; 3.59383] x [0.4105; 0.594]
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Diagrama de Feigenbarlm em [3.5aa16; 3.57490] x [0.a636: 0.5357]
E o que se pa.ssa nas faixas brancas visíveis no diagrama?
Fazendo uma aproxima4ão ao intervalo [3.679,4] destacam-se duas faixas correspon-
dentes a pontos periódicos atractivos, de períodos 5 e 3 .

















Fazendo nova ampliaçâ,o para uma janela de visualização de dimensões [3.83,3.87] por
[0.4,0.6] é considerável a similitude do diagrama com o da figura 4.4.8.












Assim, em cada ampliação, visualizamos todo o diagrama - dentro de cada janela há
uma cópia de toda a figura, isto é, dentro de cada janela há uma sub-árvore que, também
ela, termina numa banda de caos . Assim, o diagrama de bifurcações para a funçã,o logÍstica
contém cópias minúsculas de si próprio - característica de auto-semelhança.
Estudemos, no item seguinte, as características quantitativas do diagrama de Feigen-
baum.
4.4.2 Constante de Feigenbaum
A estrutura de bifurcação observada no diagrama de Feigenbaum é conhecida, também,
por cascata de duplicação de perÍodo ou rota de duplicação de perÍodo paxa o c€los; Stewart
[26] chama-lhe figueira2 de duplicação de período.
Recordamos que para valores de r entre 0 e 3 há um estado estacionário único; para
r : 3 dá-se uma bifurcação, surgindo um ciclo de período 2; para r : 3.5 o perÍodo é 4;
para r: 3.55 duplicou para 8 e assim sucesssivamente.
3ffi 384 3815 386 3ffi 3ffi 3ffi 3fr
x
2 Fei,genbaum, em alemão, significa <<figueira>>
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Reparese que as sucessiva.s duplicações são cada vez mais rápidas faaendo com que, em
termos gráficos/geométricos, o diagrarna de bifurcação se assemelhe |ta uma árvore com
infinitos galhos, rarnos e raminhos, mda aez mais pquenos, dividindo-se em dois em cada
passo. Smale queria saber o que acontecia nos extremos dos últimos raminhos da figueira,
quando Iç é cerca de 3,57, e Feigenbaum procurava uma resposta. O primeiro passo foi
rotineiro: calcular a sequência exacta de valores do parâmetro /c para os quais ocorriam
as várias duplicações. (...) E* breve discernia (Feigenbaum) um padrão: as diferenças
entre números consecutivos tinha,rn uma razão constante, cada uma cerca de quatro vezes
maior do que a seguinte. Mais precisamente, a razão é cerca de 4.669. t' [26]
Apresenta.rnos a tabela (valores em [27] ), em que r,, representa o valor do parârnetro
r onde um ciclo de perÍodo 2n apareen pela primeira, vezi
11 : 3 surge ciclo de período 2
12 - 3.Mg 4
r3 - 3.54409. 8
14 - 3.5644... 1.6
r5 - 3.568759... 32
r*: 3'569946... oo
Constata,mos que, no limite, a sucessão (rr) converge para um valor r-. Este rralor,
conhecido por ponto de Feigenbaurn, divide o diagrama de órbitas em duas partes distintas:
a árvore de duplicação de perÍodo, à esquerda, e a região caótica, à direita. Relembrarnos,
contudo, que esta parte não é uma região de caos total - nesta região há janela.s periódica.s
onde reconhecemos, em cada uma delas, novamente, uma cascata de duplicação de período
como réplica de todo o diagrama original.
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Referimos atrás que Feigenbaum, nas suas o<perimenta4ões, encontrou um padrão que
o(nos) conduziu ao valor ô:4.669 . Este valor é conhecido por corutante de Feigenbaum
e representa uma convergência predominantemente geométrica: no limite, a distância
entre sucessivas transições de duplicação de perÍodo é reduzida pelo factor Lfõ , com
ô : JILffi : 4.6692016090 . Uma interpretação geométrica desta constante pode
ve-se na figura 4.4.9.
r/[-õ
3 3.5
Figura 4.4.9: Interpretação da constante de Fbigenbaum (d)
O facto deste valor ser constante paxa variados sistemas dinârnicos confere-lhe o es-
tatuto de universalidade - a constante de Feigenbaum é universal dado que não depende
da farnflia de funções, mas da dinâ,mica do sistema. Com efeito, nas fa.rnflias de funções
definidas, por exemplo, por gr(n) : rsin(zrr) com 0 ( r ( 1 e 0 ( r ( L, ou
y, (r) : | - ru2, ou outras, a dinârnica é idêntica à do sistema logÍstico que explorá-
mos:
o têm as mesmas formas gráficas: curvas lisas, isto é, sem pontos angulosos, concavi-
dade voltada para baixo, um único máximo - são chamadas funções unimodais;
o os diagramas de órbitas são semelha,ntes: uma cascata de duplicação de período
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segúda de uma região caótica com janelas periódicas...
Outra constante de Feigenbaum, também universal, ê a:2.5029078750957, valor que
traduz a rapidez com que os râmos se abrem na árvore de duplicação. A figura seguinte







Aplicações na sala de aula
Um dos propósitos deste trabalho é a (tentativa de) implementação do tema caos e fractais
junto dos jovens que se encontram no nÍvel secundário da sua forma4ão académica (10.",
11.' ou 1.2.' anos). Para tal, propomonos elaborar actividades a realizar em arnbiente
de sala de aula ou noutro contexto de aprendizagem, tal como a disciplina de Área de
Projecto ou um clube de Matemática.
Observa,mos que as tarefas apresentadas não passa,rn, ainda, de pequenos projectos,
pois não fora,m aplicadas junto dos alunos.
A concepção das mesmas, püâ além da nossa criatividade pessoal, tem uma ba,se
importante de apoio nas actividades sugeridas por Peitgen (1221,1231,l2al e por Devaney
([12], [13], [1a]). Em anexo estão algumas destas actividades.
Os recursos utilizados não prescindem do papel e lápis, nem da tecnologia; seja um com-
putador, que possibilita a utilização de uma folha de cáIculo electrónica ou aplicações in-
teractivas disponÍveis na Internet, ou uma simples calculadora. Não esquecemos a opinião
de Robert May que partilhamos, ao sugerir que cada estudante deveria receber uma cal-
culadora de bolso e ser encorajado a trabalhar com a equa4ão logÍstica.
L37
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O tema do Caos e dos fractais não faa parte obrigatória dos conteúdos programáticos
da disciplina de Matemática, no Ensino Secundário. Faa-se uma referência ao estudo
de algumas propriedades dos fractais, aquando do estudo das sucessões no programa de
matemática do 11." ano, e sugere-se, com carácter opcional, o estudo de casos simples de
caos usando sucessões definidas por recorrência.
Reconhecemos a dificuldade de introdução deste tema nos programas curriculares, pela
extensão dos mesmos, pelo processo de avaliação dos alunos deste nível de ensino. Mas
talvez possamos trabalhar conceitos matemáticos previstos nos conteúdos programáticos
da disciplina, através de actividades que envolvam o caos ou fractais. Este tema ê, na.
turalmente, motivador paxa quem o explora e os alunos poderão sentir-se motivados nas
suas aprendizagens.
A numeração das actividades apresentadas é meramente organizacional neste trabalho,
não pretendendo fazer alguma seriação na aplicação das mesmas com os alunos. É u,
professor que cabe decidir o melhor momento para enquadrar aquela actividade naquela
aula ou naquele conteúdo.
O que pode ser explorado com âs actividades sugeridas? QuaI a Matemática subjacente
e oomo estabelecer ligação oom os conteúdos programáticos? Analisaremos, de um modo
geral, estes aspectos nas actiüdades propostas.





. composição de funções,
o conceito de limite,
o convergência,
o declive de uma recta,
. sucessoes
o padrões numéricos e geométricos
o perÍmetros e áreas
o probabilidades
e, ap6ar de não ser rrmatéria curricularrr, é obrigatório o trabalho com a calculadora
gráfica no Ensino Secundário.
Tópicos do caos e fractais que se relaciona.m corn os conteúdos progrâÍnático§
da Matemática
Numa anáIise mais apurada, ma.s não exaustiva, relacionemos tópicos do caos ou frac-
tais que obriga,m ao estudo e aplicação dos conteúdos que fazem parte do prograrna da
disciplina.
Iteração
Processo iterativo sobre funções lineares e quadráticas - sem prooesso iterativo não
há fractais, nem caos. As actividades focam o processo iterativo nas funções lineares e
nas quadráticas, sobretudo do tipo y : rr(l -r) ou U: fi2 *c e definidas no interrralo
unitário.
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Iteração como composição de funções - uma primeira função (máquina) aceita deter-
minado material ou input (domÍnio) e produz um produto que entra noutra máquina
(função); esta segunda máquina aceita o material produzido pela primeira e produz um
novo produto a sair (output).
Iteração como processo recursivo - composição de uma função sobre ela mesma, em
que o transformado (output) numa determinada etapa passa a ser o o objecto (input) na
etapa seguinte do mesmo processo, e assim sucessivamente; como exemplo explore-se numa
calculadora o cáJculo sucessivo da raiz quadrada de um número positivo. As progressões
aritméticas e geométricas são geradas por processos iterativos - adicionando uma mesma
constante ao valor anterior, ou multiplicandoo por uma constante não nula.
Iteração gráfica - permite perceber o comportamento/dinâmica de uma determinada
função sob iteração, pela visualiz4ão grá.fica.
Pontos fixos de uma função podem ser identificados pela intersecção do grá.fico com a
diagonal (bissectriz dos quadrantes ímpares). Podem ser de natureza repulsiva ou atractiva
ou, também, neutro. Alguns caminhos em escada ou espiral indicam-nos pontos fixos
atractivos; outros caminhos em escada ou espiral indicam pontos fixos repulsivos. Estes
comportarnentos estão relacionados com o declive (rn) da recta tangente ao gráfico da
função no ponto fixo (derivada da função no ponto):
. m, < -1 , então o ponto fixo é repulsivo e espiral divergente;
o -1 ( m 10, então o ponto fixo é atractivo e espiral convergentel
o 0 < m < I - ponto atractivo e escada convergente;
o m ) 1 - ponto repulsivo e escada divergente
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A diagonal actua como mecanismo de recurso - reflecte a imagem (output) de um
passo do prooesso de volta paxa o sistema como objecto (input) paxa o passo seguinte do
processo. Esta propriedade de transformação da iteração gráfica é simples, poderosa e
intuitiva.
Expansão e contracção - a iteração sucessiva expande pequenos erros em grandes
desvios ou faz convergir pequenos erros para zero (contracção). Mais uma vez é o de.
clive da recta tangente ao grá.fico da função no(s) pontos(s) que caracteriza cada situação:
. lml > 1, então há expansão do intervalo;
o 0 ( l-l < 1, há contracção.
Função quadrática/logística U : rÍ (1 - r) - papel primordial no estudo do caosl ex-
ploração da dinâmica deste sistema para vários valores de r.
o Atractores - estudo de y - rx (l - r) para r : 2.8
o Pontos periódicos - estudo de y : rn (l - c) para r :3.2
o Preüsibilidade - estudo da sensibilidade do sistema às condições iniciais; para r : 2.8
ou r : 3.2, y - rn(l -r) tem um comportarnento estável e previsível; para r : 4,
a função é errática e imprevisível - presença de caos.
Tecnologia e iteração - a calculadora grá,fica é imprescindível para a oçlora4ão dos
conceitos explicitados.
Caos
Números binários - não faaendo parte do programa de Matemática do Ensino Se-
cundário, parecenos importante faaer uma abordagem a este sistema de numeração e sua
1t2 Aplimcões na sala de aulo
relaçâo com o sistema decimal.
Função Tenda e função Serra - funções definidas por troços que se relacionam com a
função logistíca e que podem ser analisadas usando números binários.
Jogo do Ca,os - permite fazer uma ligação entre o caos e os fractais (triângulo de
Sierpinsky), estabelecendo relação com o estudo de probabilidades.
Flactais
Auto-semelhança - qualquer parte restrita de uma estrutura auto-semelhante contém
uma réplica do todo.
Construção de fractais - triângulo e tapete de Sierpinski, curva e floco de neve de Van
Koch, árvore, conjunto de Ca,ntor, espiral convergente e divergente.
Tliângulo de Pascal - fazendo parte dos conteúdos programáticos da disciplina, é pos-
sÍvel explorar o Tliângulo de Pascal sob diversas formas, nomeadamente a sua rela ção
com o triângulo de Sierpinski.
O estudo de fractais permite, de um modo vasto, uma orploração de variados temas
tra.nsversais aos programas tais como, relações de semelhança, cálculo de perímetros e
áreas, progressões geométricas, função exponencial, logaritmos, limites, cálculo de proba.
bilidades, critérios de divisibilidade, entre outros. Permite, ainda, que o aluno se aperceba
da necessidade de uma geometria diferente da euclidiana, que ele estudou, que errplique
como é que uma curva/linha pode preencher o plano (curva de Peano).
Encontra.m-se em a;nexo algumas actiúdades a tÍtulo de exemplo.
Capítulo 6
Considerações Finais
6.1 Modelo linear/exponencial. Modelo quadrático/logístico.
Não podemos terminar este trabalho sem um comentário que, desde o inÍcio, temos vindo
a refrea,r...
Introduzimos e explorá,rnos o modelo iterativo eaponencid ÍDn : rtn-r : rnÍos baseado
na farnflia de fun@es linenres l, (r) : rfr, e o modelo iterativo logístio frn*r : rrn (L - fro),
baseado na família de fun@es ry,ailrá,tims L, (r) : rr (L - r) .
Contudo, o modelo exponencial (de ba.se e) é identificado por uma erpressão do tipo
A : a, x eh + c, com a,b,c e R. E o modelo logÍstico é imediatarnente reconhecido por
nma expressão do tipo y : fia, com a,b,c € R+. Então, qual a relação?
Mais ainda, em cada par de modelos referidos (linear/exponencial; quadrática/logÍstica),
as características de cada função são substancialmente distintas. Por exemplo, para o se
gundo par quadrática/logÍstica: a representação gráfica da primeira é uma parábola, a da
segunda é uma sigmóide; a primeira é uma função crescente e depois decrescente, ao passo
que a segunda é estritamente crescente; a primeira tem um máximo, a segunda não tem
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extremos relativos; etc. Afinal, qual é a relação entre as duas funções?
Na procura da resposta a esta questão voltaremos à população de animais cuja evolução
queremos acompa,nhar.
Modelos linear vs exponencial Considerando, inicialmente, que o número de animais
evoluia segundo uma taxa de crescimento constante, r, e sendo Pg o número inicial de
animais, estabelecemos que Pn : rPn-t : rnPO era o modelo natural a utilizar sendo
fácil, então, concluir que para r ) L, Pn - oo (levando a uma explosão demográfica da
população), e paxa0 < r <']-., Pn---+ 0 (levando àextinção dapopulação).
Por outro lado, assumindo que a variação dessa população de animais é directamente
proporcional ao seu número P, no momento ú, então o modelo matemático que traduz esta
evolução é
# : kp ou f (t) : kP (t), em que k é uma constante real.
Esta é uma equa4ão diferencial linear de primeira ordem cuja solução se pode obter
por sepaxa4ão das variáveis e integração:
Í +dP: I kdt
de onde vem
lnP : kt + c e P - "kt*c e P 
: ekt x e"
Considerando que a população inicial de animais é P (0) - P0 : e", o modelo final é
P(t):Psxekt
totalmente identificado com o modelo exponencial, como pretendÍamos.
Repa,re-se que as conclusões são as mesmas que antes: P (ú) --+ oo com ú --+ oo, se
k > 0; P(t) -+0 com t --+ a, se k < 0.
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Reforçarnos a ideia de que estes modelos são indubitavelmente grosseiros, uma vez que
não se tem em conta situações de sobrelotação, taxa de mortalidade, etc. Mais ainda,
conduzem-nos a duas únicas situações possíveis: crescimento explosivo ou extinção. Énos
clara a existência de outras hipóteses! Por exemplo, a população pode estabilizar num
determinado número de seres ou pode ter ciclos de crescimento/decrescimento.
Modelos quadrático vs logístico Continuando o raciocÍnio anterior, uma aproxi-
maçâo do modelo matemático à realidade pa§,sa por assumir também, por exemplo, que
há um limite populacional. Se este limite for ultrapassado, então a popula4ão tende na.
turalmente a diminuir (falta de alimentos, de espaço, ...).
A relação matemática que traduz este comportamento é
#: kP (1- P)
Notemos que, relativa,rnente ao modelo anterior, apena.s acrescentárnos o factor (1 - P).
A constante I representa a população limite e, portanto, neste modelo P (ú) não representa
a população, mas sim a percentagem da população limite presente no momento ú.
Este modelo traduz a evolução da população de acordo som o esperado: se P : 1,
entãa ff:0e apopulação permilreae constantq se P > 1, então # aO e apopulação
decrescel se P < L, # ) 0 e a popula4ão aumenta àrazãa & de uma geração pa.ra e
seguinte.
A igualdade #:kp (1-P) ot Pt(t):kP(t)(1-P(t)) e umaequa4ão diferencial








ekt x x' (t) + kektr(t) : tt"x'
Assim,
fi ("0' x í (t) * kektx(t)) dt: fi (k"or) dt e
fekt x r(ú)]á : [ru']á :
ekt x r(t) - x(0) : ett - 1 <=+
r(t):Wo
x(t):l+e-kt(r(O)-t)
Como r(t): h " "(0) : á, temos P (t):l+,+,t+-4 ou
P (t) : 46ffi, como Pretendíamos.
Observa,rnos que P (ú) + 1 com ú ---+ oor isto é, com o decorrer do tempo a população
tende para a satura4ão.
6.2 Conclusão
Sem dúvida uma viagem pelo conhecimento matemático, pela act:ualizaqãa científica e,
consequentemente, pela actualização profissional.
Qua^nto ao conhecimento matemático, ta,nto que há a aprender... Inesgotável. Mas já
o sabÍamos.
Quanto à actualização cientÍfica, sim, foi o que nos rtatiroutt para este curso e paxa o
tema tratado neste tabalho - Ca,os e fractais. Sendo um tema que Íamos (vamos) ouvindo
r'(t): -ã&, : eP(úx1-P(ú))(P(ú))'z
e
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e lendo, havia a necessidade de adquirir uma base mínima do conhecimento matemático
que lhe serve de suporte.
Relativamente à actualizaqúo profissional, foram confirmadas as no&sas suspeitas e
expectativas - é premente introduzir o tema do caos e dos fractais no ensino da Matemática.
Não deveria ser possível um jovem sair de um nível secundário de estudos sem ter trabalha'
do estes temas, com mais ou menos profundidade. Por ser um assunto do seu tempo, pelo
seu interesse, pela sua beleza, pelas suas aplica4ões, pela Matemática que está subjacente
e que pode ser explorada pelos jovens nas suas aprendizagens... Cabe aos professores de
Matemática, de preferência em conjunto com os de outras disciplinas, tentarem fazer uma
gestão cuidada das planificações do prograrna a leccionar, ao longo do ciclo de estudos,
pâxa que seja possÍvel introduzir, pelo menos, os conceitos básicos do tema.
Não é fácil essa tarefa. Diríamos mesmo que é bastante difícil. Entre outros aspectos,
pela ortensão dos programas curriculares da disciplina, pela organização das escolas, pela
uniformização de testes de avaliação que objectiva toda a leccionação e aprendizagem, pelo
(des)interesse de muitos dos nossos jovens nos estudos em geral. Repetimos, não é fácil.
Mas não é impossível.
Aceitarnos o desa^fio.
E continuaremos a estudar...
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Caos e Fractais na sala de aula
Llgações do tema Gaos e Fractals aos pÍogÍamas de Matemiltlca do Enslno Secundárlo.
Actlvidade Conexões Tecnoloda
1- Uma borboleta e
as tecnologias de
cálculo
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6 - Órbitas Periódicas
. lteraçãográfica;
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. Composição de funções
. Computadorcom
ligação à internet 11.e
7 - Modelos
Financeiros
. Aplicaçôes da matemática/Modelação
. Progressões
. Calculadora grátia
. Folha de cálculo
tt.e
M6tÍado em Metemátka pare o Enslno - Caos e tÍeüils 1
Caos e Fractais na sala de aula





8 - Séries Temporais
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9 - No âmbito da
Saúde
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. Calculadora gráfica
. Folha de cálculo
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do crescimento
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. Semelhança de figuras;




r lntrodução ao conceito de limite
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r Software de geometria
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10.e
12 - Função Tenda e
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r Função afim;
, Função definida por ramos;
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13 - Números Binários
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r Sucessões
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r Critérios de divisibilidade;
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Caos e Frastais - Actividade 1
Uma üplrfuleto e os tcirrlpllory/as de cúldrb
Materlak folha de cálculo electrónica ou calculadora.
Burger, E., Starbird, M., O matemático disÍdrçodo, Academia do Livro, 1.1 edição, pp. 43 - 64
Uma breve expllcagâo de procedlmentos:
lremos considerar um qualquer número oo. Multiplicá-lo por ele próprio e subtrair-lhe duas unidades.
Obteremos um número a;
procederemos da mesma forma para este valor - obteremos um outro número o2,
sobre o qual vamos aplicar o mesmo algoritmo
e assim sucessivamente...
Repetiremos este procedimento, por exemplo, trinta vezes.
Podes usar a tua calculadora, mas quiçá uma folha de dlculo electrónica te pêrmita uma maior visibilidade
do conjunto de resultados... E tem a vantagem de, alterando o valor da célula inicial, os nalores posteriores
serem automaticamente actualizados I
Tarcfa:
1. Na tua exploração considera, entre outros à tua escolha, os valores iniciais
2, 3, -^f2 , + , L73i o.S
Usando uma folha de cálculo deves: introduzir, numa élula, o valor indicado; na célula abaixo inseres a
fórmula de élculo utilizando o nalor da célula anterior e copias para as células seguintet arrastando o
cursor.
Como descreves o comportamento da sequência de cada ponto inicial - há (de)crescimento, regularidade,
estabilidade, desordem, ... ?
2. Considera, agora, duas colunas: numa considerarás o ponto inicial 0.5, na outra iniciarás Gom um
valor muito próximo daquele, por exemplo,0.50m01.
Os resultados estão de acordo oom o que esperaws? Se existirem diferenças, que valores podem atingir?
3. C.onsidera, agora, duas colunas com valores iniciais iguais a 0.5 (duas colunas idênticas, portanto).
Configura as élulas para um formato de número com 10 casas decimais.
Na 13.1 linha dessa tabela deves ter obtido os valores ao
lado, relativos à 12.r "repetição" do processo. Obviamente
os valores são iguais! Chamemos a estas duas células P e Q, respectivamente a da esquerda e a da direita.
Esgf§!íg na célula Q g!ít!!9gdíttlg, o número que vês/ês na célula P.
Os restantes valores da coluna da direita automaticamente foram actualizados. O que observas? Porquê?
Se existirem diferenças, que valores podem atingir?
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Acabaste de verificaÉxperimentar que
uma Peq,reno alteração nos condlções lnlclals pode dor orlgem a gmndes olter@es nos resultados.
Este fenómeno é conhecido gor Elelto Borboleta - "a noção de que uma borboleta que agite o ar hoje em
Pequim pode influenciar tempestades no próximo mês em Nova lorque".l
Matematicâmente, esta propriedade é identificada por sensibilidode do sistemo às condições iniciois ou
dizemos que o sistema é sensível às condições iniciais. Esta sensibilidade em sistemas matemáticos
repetitivos (iterativos) conduz ao Caos.
A experiência que realizaste é, na sua essência, análoga à que deu origem, por casualidade, ao caos
matemático. Atende ao seguinte texto:
"O caos matemático foi uma descoberta sortuda de um meteorologista. Na década de 1960, Edward N.
Lorenz2, um meteorologista do Mll3, estava a produzir modelos matemáticos para a previsão do tempo
juntando uma lista de dados numéricos, O seu modelo usou esses dados para gerar uma lista de números
que iriam prever o estado do tempo para o próximo período. Então esses valores seriam inseridos de novo
nas fórmulas matemáticas para produzir valores semelhantes para o próximo período de tempo, e por aí
fora.
Num dia particularmente sortudo, Lorenz estava com o seu sistema a trabalhar e a gerar previsões quando
foi interrompido. Teve de reintroduzir alguns dos valores anteriores e reiniciar o prcesso depois de úrias
repetições já terem sido completadas. Em vez de dactilografar os dígitos de todos esses números de novq
ele poupou esforço arredondando-os, pensando que não iria fazer nenhuma diferença se ignorasse o sexto
ou sétimo dígíto depois da vírgula decimal. Porém, depois de o seu modelo ter efectuado as operaçôes, ele
descobriu que arredondar esses valores resultara em previsões do estado do tempo radicalmente
diferentes.
(...) Assim, ele descobriu que quando repetia certas operações, a prática stdndord de arredondar a um
número de certos dígitos significativos dá resultados completamente diferentes. Lorenz percebeu que o
seu sistema para descrever o tempo era um exemplo de uma nova descoberta matemática. Sem querer, ele
tinha-se tornado no pai do caos."
em O motemótico disfuçodo, Edward Burger, Mlchaêl StaóiÍd, Acâdemia do Livro, 1.! edição
A Teoria do Caos é um ramo actual da Matemática, que estuda os sistemas dinâmicos sensÍveis às
condições iniciais.
Podemos observar comportamentos caóticos em áreas como a Matemática, Economia, FÍsica, Biologia,
meteorologia, etc.
' Em Gleiclç J., Coos, A construção de umo novo ciêncto,Gradiva, 2.a Edição, 1994
'Lorenz, 1917 - 2OO8
3 Massachusetts lnstitute of Technology
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Sístem os dinâmicos definidos por famílias de funções afim: y = Ax + B , am Á, Be fr.
Acede ao sítio com o endereço http://math.bu.edu/DYsYs/applets/linear'web.html
Encontrarás uma aplicação que te permite explorar o comportamento de uma dada órbita gerada a partir
de um ponto inicial, pelo iterador do tipo xn+L = Axn + B .
Procedimento de utilização da aplicação:
a) Modifica os valores de A e de B usando os elevadores que se
encontram do lado direito da aplicação.
b) Selecciona um valor inicial clicando no eixo das abcissas do
referencial principal (parte esquerda superior da aplicação).
c) Pressiona lterate para visualizares a órbita graficamente
(referencial principal), em série temporal (esquerda inferior) ou em
tabela (direita inferior).
Explora:
1. Faz A=0.4 e B=0 e começa com o valor inicial (-0.6) . Obserra o comportamento gerado e
descreve-o - estável ou instável? Qual a natureza do ponto fixo - atractivo ou repulsivo? Qual é o ponto
fixo? Experimenta outros valores iniciais. Manténs as respostas dadas?
2, E se fi =3.9? Houve alterações?
3. Caracteriza o comportamento da órbita gerada por um ponto inicial à tua escolha, considerando os
parâmetros
Á=1.8 eB=-3.6; A=-I.3eB=3.9i A=-0.6e B=-3.6
4. Experimenta outros valores para A (Á>0, Á<0,1a|.1,1Álr1,lÁl=1) e para B. E outros
valores iniciais...
6. Dado que a representação gráfica de cada função, para cada valor de Á e de 8, é uma recta, podes
estabelecer alguma relação entre o declive da recta e a dinâmica do sistema iterativo? E qual o ponto fixo?
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5. Relaciona o tipo de órbita com os valores dos parâmetros A ou B:
r estável ou instável;
t o ponto fixo é atractivo ou repulsivo;
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Iteração Lineor - outros exploroções
1. Considera as primeiras quatro iteradas de cinco órbitas e, também, cinco gráficos de séries temporais'
Associa cada órbita à respectiva série temporal.
a) 0, 3 ,7 , 15 corresponde ao gráfico
b) 0, - 6 ,-8, - + corresponde ao gráfico'3
c) 0,2,4 ,6 corresponde a
d) 0,-6 ,- 4,-+ corresponde a,3
A.









2. São dadas as primeiras iteradas de sete órbitas. Quais delas podem ser geradas por um iterador linear
(afim)? Explica as tuas escolhas.
a) 0,0,0,1,2,3, ... b) 9,6,3,0, -3, ... cl 0,L,2,-1,-2,-3, ---
dl 14,14,14,14,... el 4,7,13,25,49,... f) 0,-3,-9,-21,-66,...
g) 10,0,10,0,10,0,...
3. Considera uma regra iterativa da forma .r -» Ál xl+ n que dá origem a funções definidas por ramos
outroços:umpara x>0 e outroparavaloresde .t<0.Descreveodestinodetodasasórbitaspara
cada iteração.
a1 r-»l"rl b) x-»lxl+t clx->zlxl
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4. Considera os seguintes gráficos de séries temporais, cada um dos quais representando duas órbitas de
uma regra iterativa do tipo x -+ Ax,+ B. ldentifica qual a série temporal que corresponde aos valores de
Á indicados para aquela regra.
a) Á<-1 b)Á=-1 c) -1<Á<0 d) Á=0










5.Determinaosvaloresde Á ede I paraosquaisaregraiterativa x+Ax+B geracadaumadas
seguintes órbitas. Atenção que, em algumas das alíneas, poderá existir mais do que uma solução.
a) 0, - 2,0 ,- 2, . .. bl 7 ,'l ,7 ,7 , ... cl 3 ,6 ,9 ,12,15 , ...
dl -32,16,-8,4,-2,... cl 5,3,2,1,L5,1.25,... el '1,-2,-2,-2,...
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Slstemas dlnâmlcos não llneares
Acede, agora, ao sítio identificado por http://math.bu.edu/DYSYS/applets/nonlinear-web.html
Nesta página tens possibilidade de explorar alguns sistemas definidos por famílias de funções não lineares.
Por exemplo, a família de funções quadráticas definidas por f"(x)=x2 +c ou g"(x)= cx(t-x),
também conhecida por logística, ou alguma família de funções trigonométricas.
Procedimento de utilização da aplicação:
o A aplicação abre, por defeito, numa função logística com a
imagem do lado. Para optares por outra função basta seleccioná-la
no canto superior esquerdo.
o Para alterares os valores do parâmetro utiliza a barra vertical
do lado direito.
o No canto inferior esquerdo poderás optar pela função Í
(primeira iterada), Í"f =Í'(segunda iterada), Í"f "f =Í'
(3.3 iterada) ou alguma das funções até à 6.3 - iterada (,f u ).
o Em rodapé temos acesso às funcionalidades
r lterate - visualizar a órbita, passo a passo, gerada por um dado valor inicial; certifica-te que está
visível a funcionalidad" lo"l r.anl
r lterate All - visualizar todas as iteradas daquele valor inicial;
. Clear - limpar janela gráfica.
o Movimentando o cursor pela janela do gráfico vai sendo exibido, no canto inferior direito, o valor
de x correspondente.
o Quando quiseres observar a dinâmica gerada a partir de um dado ponto inicial, clicas com o cursor
sobre o ponto pretendido e visualizas o diagrama das iteradas correspondentes. As primeiras vinte e cinco
iterações são exibidas a preto, as 175 seguintes são visíveis em vermelho. Assim, é possível ver o "destino
da órbita" sem ver o comportamento transitório ou transiente. Para tal, basta activar [[iEl ,rrc
remover a primeira parte da Orbita ou Ed-rcãf para visualizar o comportamento trensiente.
Tarefa:
1. Começa por seleccionar a família de quadráticas /. (r) = x' + c e investiga a dinâmica do sistema
resultantequando c>ll4,c=14 ou 0í c<ll4
a) Para cada caso experimenta uma variedade de valores iniciais diferentes e observa:
' existência de pontos fixos e sua natureza,
. estabilidade ou instabilidade da órbita.
b) Explora,agora,osistemaquando c<0,passandopor c=-l ,c=-1.3,c=-1.38 ,c=-2.





F(r) = 3.0 t(l-r)lrt ttcntt
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2. Selecciona a função logística (quadrática com g" (.r) - c x(t- x)y. ra:-




Para que valores do parâmetro c temos
. algum comportamento caótico?
r órbitas periódicas? Com que período?
3' Selecciona e explora outras funções, variando parâmetros e valores iniciais. Faz um registo das tuas
conclusões.
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Trojedos Alvo
Em http://math.bu.edu/DYSYS/applets/ percorre a página e activa Farjrl P,acti.e.
Esta aplicação serve para praticares a iteração gráfica, procurando um valor inicial cuia órbita seia um
determi nado iti nerá rio ltrajecto a pontado.
Ao activares Target Practice a representação gráfica visível é a da
função definida por Í(*)- 4r(1 -r) em IO,t ]-+ [o,t ]. o srau
de dificuldade é, por defeito, uffi nível fácil, de principiante
(NOVICE).
O eixo das abcissas está colorido de vermelho (primeira metade) e
verde.
No canto superior esquerdo encontram-se três círculos sendo,
nestecaso,osdoisprimeiros@,eooutrovermelho.Estaéa
indicação das iteradas iniciais da órbita pretendida; assim, ternos
de identificar/encontrar um valor inicial xs tal que:
ro € 
l+, 
1] (partimos da zona verdel
Íko)= [ i ,,] 
(zona verdel
Í (f(r, )). 
Io 
, ; ] 
(zona vermethol
Em rodapé activas um novo percurso para a órbita se pressionaresfr--tg.ü





lerÍqa §cí lú3tr lhr tery:t
Depois de treinares bem este nível de principiante, podes optar pelos níveis médio (MEDIUM), dlfícil
(HARD) ou de mestre (MASTER) com, respectivamente, 4 , 5 ou 6 pontos no itinerário. O iogo vai ficando
progressivamente mais difícil !
Joga com outro colega. Estabeleçam um conjunto de dez jogadas, por exemplo, em cada nível, e ganha o
que tiver o maior número de vitórias... Bom jogol
Quol o propriedode do coos que se vai evidencidndo nestes níveis de dificuldade?
Podes, ainda, jogar sobre outras funções. No canto superior direito, ", [l 
fi.a disponível a função definida
por ) = x' -2 e em§lactivas a função Serra ou dentes-de-serra.
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Periódicos
E m http: I lmath. bu.edu/DYSYS/a pplets/, a ct iva
Nesta aplicação o objectivo é encontrar uma órbita periódica ou ciclo, com um itinerário previamente
indicado.
Encontras, no canto superior esquerdo da aplicação, quatro
círculos, em que o último é oco, mas está limitado por uma linha
da cor do primeiro círculo.
Por exemplo, e atendendo à figura, pretendemos





, i ] 
(partimos da zona vermethol
Íbo). [ ),r) 
(zona verdel
f U(r, ))= 
[o 
, ; ] 
(zona vermethal
Í (Í (/(ro ») = xo (zon a vermelha), para comptetar o ciclo.
Nesta aplicação será muito bom se conseguires que o ponto
correspondente à terceira iterada seja o mais aproximado
possível do inicial, ou seja, ganharás se encontrares uma órbita
muito próxima de um ciclo.
A figura ao lado ilustra uma jogada corn sucesso.
Tal como na actividade anterior, joga com um teu colega.
Estabeleçam um número de jogadas e será vitorioso o que conseguir melhor desempenho. Bom jogo!
Também como anteriormente, vai aumentando progressivamente o grau de dificuldade do jogo (Medium,
Hard, Master) e escolhe, ainda, outras funções 1em p e fl ).
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itffia Hnonelrw
I - Plano poupança
Supõe que depositas 1OOO € numa conta poupança que paga 5% de taxa de juro anual. Considera que
B, representa o teu capital no final do ano n . Assim, Bo = 1000 .
1. Calcula os seguintes valores:
a)Br b)Bz c)Bs
2, Escreve 84 em função de 83 .
3. Se souberes o valor de 82e como podes calcular o valor de 821?
4. E se souberes o de 8n como calculas o de 8n*1 ?
S,Glculaosvaloresde 8n para n=4 até n=10 .
5. Mantendo-se a taxa de jurq quanto tempo demorará a duplicar o capital inicial?
7. Supôe que depositas o dinheiro noutro banco que paga apenas 4% de taxa de juro. Qua! o modelo
matemático que permite obter 8n*r sabendo 8n ?
ll- Dupllcando o ltwestlmento
Supõe que fazes um depósito inicial de 1ü) € numa conta poupança gue gaga !2% de taxa de juro por
ano.
1. eual a regra iterativa que permite saber os saldos da conta usando aquela taxa de juro?
2. Usa uma folha de cálculo para determinares o saldo da conta ao fim de
a) 5 anos b) 10 anos
3. euantos anos leva até que o saldo de conta seja maior do que o dobro do capita! inicialmente
depositado?
4. E quanto tempo mais é necessário para duplicar novamente aquele velor, isto é, quantos anos lerará até
teres mais de 400 € no banco?
5. Quantos anos serão necessários para teres no banco 1000 € ?
lll - ruros compostos nrensalmente
Glcula os saldos obtidos nos seguintes planos poupança.
1. Um plano de poupança paga t2% de taxa de juro por ano, em regime de juro composto mensalmente.
Abres uma conta plano poupança com 15fi) € e fazes depósitos mensais de 225 € . Que quantia tens eo
fimde 2 anos?
2. Outra conta poupança também gaga t2% ao ano em regime de iuro composto mensalmente. lnvestes
500 € e depositas mensalmente 225€ . Quanto terás ao fim de 2 anos?
lV - (omparando contas PouPança
1. Supõe que tens 1OOO € para depositares num banco. Um banco oferece uma taxa de juro anual de 12%
, enquanto um segundo banco oferece a mesma taxa de jurq mas em regime de juro composto
mensalmente. Por que banco optarias e por quê?
2. Supõe que o primeiro banco oferece 13% de taxa de juro em regime de juro anual e o segundo mantém
os t2% em regime de juro composto mensalmente. Que banco escolherias e por quê?
Mestrado em Matemátka pare o Enslno - caos e FÍGtels
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V- Pagar o empréstamo
Supõe que pedes emprestado 5000 € a um banco. Supõe que os teus pagamentos de juros são taxados a
7.5% por mês e que tu fazes pagamentos (amortizações) mensais de 125 € .o teu saldo inicial é, então, de
-5000 € ; aofim de um mês,será de -4950€ ; depois de dois meses será de -4g99.25 €.
1.Usa uma calculadora ou folha de cálculo para listares os teus saldos de empréstimo depois dos primeiros
8 meses, calculando a órbita de valor inicial -5000 :
a) após 3 meses b) após 4 meses c) após 5 meses
d) após 6 meses e)após 7 meses f) após g meses
2. Qual é o modelo iterativo que permite saber a quantia em dívída em cada mês?
3. Desde que deves dinheiro ao banco, deves manter os pagamentos (amortizações) mensais até que o
saldo devedor seja igual a 0€ . O perÍodo de têmpo necessário para saldar um empréstimo é denominado
por duração do empréstlmo. Usa uma folha de cálculo ou uma calculadora para determinares os sucessivos
saldos mensais.
alQuala duração do empréstimo?
b) Se a taxa de juro mudar para l% por mês e as amortizações se mantiverem, qual é o novo modelo
iterativo?
c) Actualiza a folha de cálculo para determinares a duração deste empréstimo.
d) Se as amortizações mensais que fizeres passarem para 200 € por mês à taxa de juro inicial de 1,5% por
mês, qual é a nova regra íterativa?
e) Qual a duração deste empréstimo?
Vl - Comparando empréstimos
1. Pedes um empréstimo de 5000 € ao banco. o banco obra juros de t% ao mês e tu farás pagamentos
mensais de 100 € . Quanto tempo demorarás a satdar a dívida?
2. Quanto te vai custar, efectivamente, esse empréstimo?
3. Tu vais a um segundo banco que te cobra 0.9% de juro mensal, mas tu terás de fazer pagamentos de
110 € por mês. Qual dos bancos tem melhor oferta e por quê?
Vll - Três Íilhos na faculdade...
O custo de frequentar uma faculdade privada por 4 anos era, em 2008, de 100 OOO € aproximadamente.
Este custo sofre um aumento à razão de 4% ao ano. É bem possível que, daqui a exactamente 10 anos,
possas ser pai/mãe de, quem sabe!, trigémeos. E estes, para além de muito queridos, são ambiciosos e
querem frequentar aquela faculdade de prestígio quando tiverem os seus 18 anos. A questão coloca-se:
como financiar esse custo?
1. Supondo que o custo total do curso é paga no dia da inscrição, que quantia será necessário ter no banco,
na altura em que os jovens terão 18 anos e vão matricular-se naquela facutdade privada?
2. Supondo que podes aderir agora a um plano de poupança que pagará juros de 10% ao ano, que quantia
deves depositar por ano naquela conta a fim de poderes pagar a faculdade aos gémeos?
MestÍedo em Matemátlca para o Enslno - Caos e Frectais
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3. Contudo, não te é possível, nesta altura, despender aquele dinheiro e decides, então, que farás uma
conta poupança, para aquele fim, quando eles nascerem. Que quantia deves pôr, então, de parte, para
pagares todo o curso aos teus filhos?
Outras Explorações...
1. Determina o saldo de uma conta poupança após 12 anos, se a taxa de juro lor de L2% ao ano e o
capital inicial de 1500 €.
2. Determina o saldo de uma conta poupança após 8 anos, se a taxa de juro for de 11.5% ao ano e o
capital inicial de 750 €.
3. Supõe que a taxa de juro associada a uma conta poupança é de 8% ao ano e o depósito inicial é de
1OOO € . Se fizeres depósitos, nesta conta, de 500 € no final de cada ano, qual será o teu capital no final
dos primeiros 6 anos?
4. Supõe que utilizas o dinheiro da conta anterior para comprar um carro gue custa 10 000 € . Nesta taxa
de poupança, quanto tempo levará para teres no banco dinheiro suficiente para oomprar o carro? SeÉ
melhor procurares um carro mais barato? Ou talvez possas recorrer a um empréstimo...
5. Supõe que pedes um empréstimo de 10 0ü) € para comprares aquele carro. Se a taxa de juro for 1.5%
ao mês e fizeres amortizações mensais de 2ü) €, qual a duração do empréstimo?
6. Supõe que pedes um empréstimo de 10 000 € , à taxa de 1.5% por mês, na modalidade de juro
composto. Usa uma folha de cálculo para determinares quanto deves amortizar mensalmênte, a fim de
pagares o empréstimo em 48 meses.
7. Considera que abres uma conta poupança que paga t2% em regime de juro composto mensalmente.
Depositas 50 € , cada mês, naquela conta. Que dinheiro terás nessa conta ao fim do primeiro ano? E do
segundo? E do quinto?
8. Um país tem inflação quando os bens básicos (tais como mmida e habitação) aumentam. A til€ de
inftação varia, mas a inflação em Portugal ronda, em média, os 3% por ano. lsto significa que se algo custa
10 € num anq custará no ano seguinte, em média, 10.30 € . Assumindo que a taxa de inflação estabiliza
nos 3%, quantos anos serão necessários para que algo duplique o preço?
9. Procura, nos bancos da tua cidade, as texas de juro praticadas nas contas poupança. Assume que gueres
abrir uma conta poupança com uma cêrta quantia de dinheiro (algumas contas exigem uma quantia
mínima de abertura). Depois calcula a quantia de dinheiro que ganharás pelo teu investimento ao lottgo de
um período de tempo (digamos, por exemplo, 5 anos).
10. lnvestiga o custo de um empréstimo bandrio a estudantes e quanto tempo levará a saldar esse
empréstimo.
11. lnvestiga as taxas de juro dos cartões de crédito para diferentes planos. Qual a amplitude de rariação
dessas taxas? Qual a melhor taxa que encontraste?
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#rk;stemp'als
Nos processos iterativos, o comportamento do sistema em causa apenas é perceptível, muitas das vezes,
ao fim de um grande número de iterações. Analisemos aquele comportamento através de gráficos de
Séries Temporais.
Uma série temporal regista os valores das várias iterações. No eixo horizontal considera-se a ordem da
iterada, n ; no eixo vertical considera-se o valor da correspondente iterada da função.
Por exemplo,
dada a regra iterativa definida por y=0.5x+2 e tomando para valor inicial xo=-1, a órbita é
0 + 2 + 3 + 3.5 + 3.75 +3.875 -»...
A série temporal correspondente associa em pares os elementos ordem/valor da iterada, (O xo) , (1, xi, (2,
x2) , ... que, no exemplq são
(0;0), (1; 21,(2 ;3), (3 ; 3.s), (4; 3.75),...
Representação gráfica da série temporal:
Iterada n
1. Considera a mesma rêgra itêrativa ,
yd).5x+2.
a) Regista as quatro primeiras iteradas na
órbita de cada um dos valores iniciais a
seguir indicados:
)6=4










temporal associada a cada um dos valores :
iniciais anteriores, usando o referencial ao - 1
Itcrada ,,
lado. Utiliza cores ou símbolos diferentes para cada uma das representações.
c) O que te sugere dizer sobre as órbitas de pontos, apenas por observação gráfica das séries temporais
correspondentes?
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2. Considera a iteraçãodafunção lineardefinida por r +0.4x
a) Calcula a órbita de cada um dos
seguintes valores iniciais, para as
quatro primeíras iterações.
Iterada Ír
b) No referencial ao lado representa as
quatro séries temporais associadas aos
valores iniciais anteriores. Utiliza cores
ou símbolos diferentes para cada uma
das representações.
c) Descreve diferenças ou semelhanças entre as quatro séries.
d) Olhando para as representações gráficas das séries temporais, és capaz de sugerir qual o ponto fixo da
função dada? Justifica.
3. Considera a função quadrática definida por /(x) = 12 e iteremos sucessivamente alguns valores.
a) Calcula as cinco primeiras iteradas da
órbita de cada um dos valores iniciais
dados. Depois, represênta os
respectivos gráficos das séries
temporais. Utiliza cores ou símbolos
diferentes pera cada uma das
representações.
Y.o--
b) Descreve cada uma das quatro
órbitas geradas.
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4. Considera a regra iterativa definida por r + 2Ji .
a)
o calcula os seis primeiros valores das órbitas geradas por cada um dos pontos iniciais dados;









b) Descreve cada uma das quatro órbitas geradas.
c) ldentificam-se pontos fixos? Ou pré-fixos? Existem ciclos periódicos?
5. Considera a função definida por /(x) = lx- 1l
a)Averiguaodestinodasórbitasde 0,de 1 ede tlT (calculaasprimeirasiteradasdecadaórbita).
b) Representa as séries para os valores obtidos. Usa cores ou símbolos diferentes para cada uma'
1
0
c) Como descreves cada órbita?
Itereda n
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d) Ainda com a mesma regra iterativa (/(x) = | .r - I | ) investíga o destino da órbita de vator iniciat (-3) .
calcula as primeiras iteradas e representa graficamente a série temporal respectiva.
e) Descreve a órbita gerada por (-3) .
Outras investiqacões:
1. Usa a calculadora ou uma folha de cálculo para investigares o destino da órbita de 0 para cada uma das
seguintes regras iterativas. Poderás necessitar de iterar muito mais do que seis vezes para predizeres a
evolução da órbita.
x + x2 +0.1 x -.s x2 -0.5 x -> x, -l.l
x+x'-1.3 x+x2-2
2. O mesmo exercÍcio para o valor inicial 0.5 e as regras iterativas:
x -» 0.5x(t-x) r -» t.5x(1-r)
x + 1.5 x(t- x) x -» I x(t- x)
x ->3.2x(t- x)
3. Define o sistema circular como sistema de medição de ângulos na calculadora, ou folha de cálculo, e
investiga a evolução da órbita de qualquer valor inicial sob iteração da função definida por r + 0.5 sin r .
4. O mesmo exercício para a regra iterativa dada por .r + cosr .







6. Qualodestinodaórbita de tl2 "0" *** sobaiteraçãodaregra x++x(t-x)t
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Noômblrr.dotuúde
Considera gue tomas uma dose de 100 mg de A- AntiDor, que é eliminado do organismo à taxa de 25%
por hora e não tomas outras doses.
Qual é o modelo iteretivo que descreve a quantidade de medicamento no teu corpo?
Lista os primeiros sete elementos da órbita anterior.
O que representa 4 ?
Como calculas x26 sê souberes xrg ?
Se souberes o vator de xn como calculas xn 1 ?







O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 LL L2 13 L4 Horas
Qual o comportamento desta órbita?
ll - Mals do que uma dose de AntlDor
1. Suponhamos que tomas uma dose de 100 mg de A-AntiDor de hora em hora. Explica omo é que a
regra iterativa x + 0.75.r+100 descreve a quantidade de medicamento no teu organismo.
2. O teu médico não tem a certeza sobre a dose inicial a receitar. Sentes-te tão doentê que uma dose inicial
de 100 mg deve ser insuficiente, O médico investiga, então, o efeito de uma dose inicial de 1(X) mg, de
300 mg e outra de 5ü) mg. (Depois da dose inicialvoltas a tomar uma dose de lfi) mg a cada hora.)
Usa a calculadora ou uma folha de cálculo para simulares os primeiros 20 ou mais pontos nas órbitas de
vatores iniciais 1OO, 3OO e 5ü) . Qual é o comportamento de cada órbita?
3. Representa as séries temporais destas órbitas.
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4. como interpretas as séries temporais obtidas no contexto da situação descrita?
5. E o que podes concluir sobre o efeito das diferente doses iniciais?
6. Supõe quê tens de ter pelo menos 250 mg de A-AntiDor no teu organismo para que faça efeito. Se
começares com uma dose inicial de 100 mg, quanto tempo será necessário até que a medicação comece a
fazer efeito?
7. Dado que necessitas de pelo menos 250 mg de A-AntiDor no teu organismo para que seja eficaz, que
dose inicial mínima deve o médico prescrever para que a medicação faça efeito em duas horas?
lll- Doses diárias de B_AntiDor
Considera que o teu organismo elimina ZWo de um medicamento conhecido por B_AntiDor, por dia.
Suponhamos que tomas uma dose inicialde 75 mg,seguida de 25 mg todos os dias seguintes.
1. Qual é a regra iterativa que determina a quantidade de B_AntiDor no teu organismo em cada dia?
2. o nível de toxicidade do B-AntiDor no teu organismo é de 130 mg . É seguro @ntinuares a tomar este
medicamento? Por quê?
Mestrado em Matemática paÍe o Ensino - Caos e Fractels
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Outras explorações:
1. Supõe que és um atleta OlÍmpico e que tomaste B-AntiDor para te ajudar a recuperar de uma
constipação. Relembra que o teu organismo elimina 20% do medicamento em cada dia. Considera que
tomas ume dose inicial de 75 mg, seguida de doses diárias de 25 mg nos 5 dias seguintes. Entretanto
ficaste a saber que o B_AntiDor se encontra na lista das substâncias proibidas e que terás de ser
submetido a um teste, que detecta 1 mg da medicação. Tu paras de tomar aquele medicamento assim que
tens conhecimento da sua proibição, mas já tomaste a sexta dose... Quando poderás fazer novamente o
teste, de modo a que o medicamento não seia detectado no teu orSanismo?
2. Supõe agora que tomas uma dose de 75 mg de C-AntiDor, que o teu organismo elimina a uma tarc de
t5% à hora. Escreve uma regra iterativa que modele a absorção deste medicamento. Usa o modelo
encontrado para calculares a quantidade do medicamento eliminada ao fim de t hora, 2 horas, 3 horas, 10
horas. Representa a série temporal correspondente e discute o comportamento da órbita, fazendo uma
interpretação no contexto da situação descrita.
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Mdelo loglstlco do qesdnento gubúnal
| - O cresclmento exponenclal
1. No modelo de crescimento exponencial .r + k x , para que valores reais do parâmetro k a população
se extingue?
2. Paraque valores de k a populaÉo crescerá sem limitação?
ll -Outro modelo
1. O modelo de crescimento exponencial anterior é demasiado simples para ser usado na preüsão da
população, pois há um grande número de situações que não são tidas em conta. Quais são algumas das
coisas em falta neste modelo que poderá torná-lo mais realista?
2.Determinaospontosfixosparaarêgraiterativa x+kx(l-x),.o, /c>0 eemqueovalor ri,
(O . ,a < 1) representa a população inicial (assim, pontos fixos negativos não têm qualquer significado no
oontexto).
lll - Uma experlêncla
Recorrendo a uma folha de cálculo ou calculadora, investiga o comportamento da órbita de & = 0.5 sob
iteração do modelo anterior para os valores de k indicados. Deves iterar o número suficiente de vezes que
te permita concluir, com segurança, sobre o comportamento/destino da órbita'
t. k =0.2 Destino:
k =0.4 Destino:
k = 0.6 Destino:-
ft=0.8
2. Como interpretas, em termos de população de uma dada espécie, cada um dos comportamentos
anteriores?
3. Experimenta outros velores para k, entre 0 e 1 . Verifica*e o mesmo comportamento?
4. Que tipo de órbita é gerada por 0 para cada um dos valores de k ?
5.Oqueacontece quando k =l ?Ou quando k é pouco maiordoque 1, porexemplq 1.1 ?
lV-Oúra experlêncla





2. Como interpretas, em termos populacionais, cada um dos comportamentos anteriores?
3. Experimenta outros valores para k, entre 1 e 3 . Verifica-se o mesmo comportamento?
4. O que acontece quando fr=3 ?Ouquando k é pouco maior do que 3, por exemplo, 3.1 ?
29
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V-Maioresvaloresde k
E para valores de k ainda maiores,




2. Como interpretas, em termos populacionais, cada um dos comportamentos anteriores?
3. Experimenta outros valores para k , entre 3 e 3.57 . Verifica-se o mesmo comportamento?
Vl - Diagrama de órbltas
Pârâ teres uma ideia dos diversos comportamentos que se podem observar por iteração do modelo
logístico, irás continuar a investigar o comportamento/destino de diversas órbitas de rb =0.5, para
variados valores de k . Desta vez irás fazer registos gráficos numa figura conhecida por dlagrama de
órbltas.
1. Utiliza um conjunto diferente de valores para k tais como, por exemplo, k=0.43857 em vez de
k=l .
Itera .{o = 0.5 para cada valor de k seleccionado, tantas vezes quantas as que consideres necessárias
para identificares se a órbita converge para um valor fixo ou para um ciclo periódico. por exemplo, se
k =1.3 , então verificas que a órbita converge para um ponto fixo aproximadamente igual a 0.231..., e
registasaquelevalorde k eopontofixo 0.231....Se t=3.l5,entãoobserva-seaórbitaatenderpara
um ciclo de período 2 com valores aproximados de 0.533... e 0.784... (regista estes valores aproximados
às milésimas). Se /c = 3.5 , a órbita cai num ciclo de período 4 de valores aproximados 0.500... , 0.g7S... ,
0.383... e 0.827... . Se, ocasionalmente, não conseguires identíficar se a órbita tende para um ciclo ou nãq
larga esse valor de k, por algum tempo e passa a outro.
Nota: Regista epenas o destino da órbita, não o seu comportamento transitório. Em cada caso itera um
número suÍiciente de vezes para descobrires o
comportamento a longo prazo. Se não identificares esse
comportamento, experimenta para outro valor de k. o
a
o
2. Faz, agora, um registo gráfico dos dados recolhidos: os
valores de k no eixo horizontal e os valores correspondentes
ao destino as órbitas no eixo vertical. Assim, assinalarás os
pontos:
(1.3;0.231), porque para k=1.3 a órbita converge para um
valor aproximadamente igual a 0.231;
(3.15;0.533) e (3.15 ;0.78a1, porque para k=3.15 a órbita
cai num ciclo de período 2 , com valores aproximados 0.533
e 0.784;...
Para preencheres a figura, considera dois valores de k distintos em cada um dos seguintes intervalos.
Regista o valor de k e o destino da órbita.
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d) 3< t <3.M
lç-_Destino da
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3. Compara os teus resultados com os dos teus colegas. Registem os vossos valores no mesmo gráfico.
4. Parece existir algum padrão à medida que os valores de k são cada vez mais aproximados de 3.57 ?
(Sugestão: utiliza uma folha de cálculo para efectuares, pelo menos, 500 iterações)
5. Continua a tua exploração sobre o comportamento a longo prazo das órbitas obtidas, para valores de k
compreendidos entre 3.83 e 3.85 .
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Iteroção Oeométrica - conceitos básicos e terminologia
íterorsignifica repetir um processo vezes e vezes seguidas.
Numa iteração geométrica começamos com uma forma geométrica ou figura inicial (ou semente) sobre a
qual executamos uma operação geométrica (regra iterativa). Obtém-se, assim, umâ nova figura sobre a
qual aplicamos a mesma regra para produzir a figura seguinte e assim sucessivamente. Este processo
iterativo repete-se continuamente, gerando uma sequência de figuras (órbita da iteração geométrica).
Numa iteração geométrica perguntamo-nos: no limite, qual é a forma a que nos conduz este processo
iterativo, ou seja, qual o destino da órbita? Veremos que algumas iterações geométricas podem conduzir-
nos a formas geométricas bem complexas, conhecidas por frodois.
1. Comecemos com um exemplo muito simples de uma iteração geométrica.
o Figura inicia! ou semente: um quadrado de lado 1 .
o Regra iterativa: reduz o quadrado de tal modo que cada lado é metade do lado do quadrado
anterior.
a) Desenha as primeiras figuras da órbita desta iteração geométrica (sequência do quadrado inicial com os
quadrados gerados pela regra definida).
+ +
b) Qual o destino desta órbita (um ponto, dois pontos, um quadrado, um segmento, ...)?
c) Completa a tabela:
Quadrado inicial
(semente)
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b)
2. Considera, agora, a figura inicial a regra iterativa que consiste em rodar a figura 90o , êtn
torno de si própria, tro sentido ao ponteiros do relógio.
a) Representa as primeiras figuras da órbita gerada
--> --+ -+
b) Qual o comportamento da órbita daquela forma inicial?
c) De quantas em quantas iterações se repete aquela forma inicial?
3. Mantendo a regra iterativa anterior, representa as primeiras figuras de cada órbita de sementes
indicadas.
a)
---+ --+ -+ ----)
---+ ---) --+
c) Como descreves o comportamento de cada uma das órbitas, geradas pela mesma regra iterativa?
4.
a) Desenha as três primeiras figuras na órbita, sob iteração da regra que consiste em reduzir para metade o
comprimento e a largura.
----> --+
b) O mesmo exercício, mas consideras uma figura inicial à tua escolha e aplicas a mesma regra iterativa.
-+
-|>
c) A órbita obtida em 4.a) converge para um ponto ou dois pontos?
d) Qual o destino de cada uma das órbitas anteriores?
aa a
0
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5. Desenha as primeiras cinco figuras na órbita usando as formas iniciais que se sugerem. A regra iterativa
consiste em rodar cada figura 90o , em torno de si própria, no sentido dos ponteiros do relógio.
Depois de desenhares as primeiras figuras, descreve o destino de cada órbita quando a figura inicial tem a
forma de:
a) um quadrado
b) um rectângulo não quadrado
c) uma banana
6. Considera um quadrado e a seguinte regra iterativa:
o desenha a fronteira do quadrado anterior;
o identifica o ponto médio de cada lado;
o desenha um novo quadrado unindo os pontos médios anteriores;
. remove a fronteira do quadrado anterior e sombreia o novo quadrado.
a) Desenha as primeiras figuras na órbita e descreve-a.
b) Supõe que o lado do quadrado inicial tem medida 1 . Completa a tabela com os valores das medidas do
comprimento do lado e da área de cada quadrado.
7. Considera a seguinte regra iterativa: substitui um círculo por duas das suas cópias, cuios diâmetros são
metade do diâmetro inicial; alinha as duas cópias iuntando os círculos lado a lado.
+ + +
a) Desenha as próximas duas imagens desta órbita. Qual o comportamento da órbita ao continuermos e
iterar sucessivamente? Qual o destino da órbita?
b)eual o destino desta órbita se a figura inicial for um quadrado? Um rectângulo? Um boneco?
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n-ésima
iterada
Medida do lado L
Área
35
Caos e Fractais - Actividade 11
8' Considera as estruturas na sequência abaixo e conta o número de faces quadradas que são exteriores a
cada uma.
---+ --.>
a) Regista os cinco primeiros números da órbita correspondente à iteração numérica referida.
b) Quat é a regra numérica iterativa que nos dá o número de faces quadradas em cada etapa?
c) Qual é o valor inicial (semente) para esta iteração?
d) Quantas faces quadradas se podem contar na milésima estrutura?
ffi
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Outras explorações.
Em cada exercício deves
. desenhar a forma inicial e as três figuras seguintes na órbita;
o descrever a órbita gerada;
o se considerares conveniente, utilizar tecnologia adequada.
1. Figura inicial - triângulo equilátero;
Regra iterativa - une os pontos médios dos lados do triângulo para construir um novo triângulo.
2. Figura inicial - triângulo rectângulo;
Regra iterativa - mesma.
De que modo o tipo de triângulo altera os resultados?
Regra iterativa - junta um círculo do mesmo tamanho, do lado direito do círculo anterior
b) Figura inicial - um círculo;
Regra iterativa - junta, do lado direito da figura anterior, uma cópia exacta dessa
figura anterior. (Repara que a segunda figura nesta órbita é igual à da iteração
anterior, mas as imagens seguintes serão diferentes.)
3.
a) Figura inicial - um círculo;
4. Figurainicial -um "V";
Regra iterativa - considera que os pontos extremidade superior do 
rr V rr
são fixos. Substitui o tt V rr por um rr W rt com os mesmos pontos
extremidade.
5. Figura inicial - um círculo de diâmetro L;
Regra iterativa - substituir este círculo por dois círculos, cujos diâmetros
são a terça parte do diâmetro original, colocados como na figura. (Observa que a
nova figura é constituída apenas pelos dois círculos mais pequenos.)
6. Figura inicial - rectângulo
Regra iterativa - corta o rectângulo, na vertical, em três partes de igual
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Caos e Fractais - Actividad e L2
Função Tendo e Função Serro
A função Tenda é definida Por:
. \ lZx se 0sx<0.5r(x)={r-zx se 0.5< xsr
A função Serra é definida Por:
, \ (Zx se 0<x<0.5
s(x)=\2,*-t se 0.5sxsI
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Figura 3
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0.2 0.4 0.6 0.8
Figura 4
3. Calcula as seis primeiras iteradas numéricas daquele valor inicial:
FunçãoTenda: 0.23 +.......... +.......... +.......... + .....""" + """"" + """""
Função Serra: 0.23 -> -)..'....... +.......... + ...'.""" -) """"" + """""
Compara os resultados obtidos por iteração grálica e por iteração numérica. São os esperados?
/
/
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5' Procede da mesma maneira para os valores o.22 e 0.24, muito próximos daquele valor inicial.
Funçãorenda' 
i:,.7--..........]....... ..]..........]........... ].........]..........
FunçãoSerra: 0.22 + +.......... -+.......... +........... -+.......... +..........
0.24 -+ -à.......... + .......... _+........... +.......... +..........
6' Nas figuras seguintes consideraram-se as primeiras iteradas gráficas de um pequeno intervalo que
contém 0.23 , o intervalo Ío.zz ; o.z+l .continua o processo com mais duas iteraçôes.
v vnr) t su) 1
x




7. Após quantas iterações terá sido coberto/preenchido/percorrido todo o intervalo unitário, a partir
daquele pequeno intervalo inicial?
8. Determina as coordenadas do(s) ponto(s) de intersecção do gráfico da função Tenda com a bissectriz
dos quadrantes ímpares (diagonal). eue nome tem(têm) esse(s) ponto(s), no contexto iterativo?
9. Descreve o comportamento da iteração gráfica de 4 = 213 pelafunção Tenda.
10. Na figura está assinalado o intervalo [o.os ; 0.6g ], que 
fir)
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11. Calcula as três primeiras iteradas dos valores iniciais seguintes e o respectivo caminho da iteração
gráfica.




Figura 8 Figura 9
Podemos observar que, quer para a função Tenda, quer para a função Serra, a iteração oscila entre dois
valores formando um ciclo de período dois.
12. complet az r(r(U s)) = ..... e r(r(+/5» = .....
s(s(ur))= ..... e s(s(z/3))= ..'..
13. pelos valores obtidos no processo iterativo, que nomê têm, relativamente à função definida por
f(f(r)) , os valores 215 e 415 ? E os valores 1.13 e 213 relativamente à função Serra?
14. Nas figuras seguintes encontram-se as representações gráficas das funções T "T e S o § . ldentifica
as abcissas dos pontos assinalados'
ríIIx))
Figura 10 Figura 11
xx
10
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Na figura da esquerda podes visualizar uma representação gráfica da função definida por S(S(S(;))) . o,
pontos assinalados correspondem a um cicro de período três de s, tais que s(s(sG)) = Í . Tem-se
317 -»617 ->517 ->317 -+6t7 ->...
A fÍgura da direita representa o correspondente caminho da iteração gráfica.
-§íSíS(-r))) §(x)
x x
Figura 12 Figura 13
15' Determina o segundo ciclo de período três e representa o correspondente caminho da iteração
gráfica.
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Números Binários
Uma explicação para o comportamento de pontos específicos do intervalo [O , t ] , quando sujeitos à
iteração da função Tenda ou da função Serra, envolve o uso da notação binária.
Relembremos como utilizamos os números no nosso sistema decímal. Os dígitos
0,1,2,3,4,5,6,7 ,8 e 9
são usados com a potência de dez correspondente ao seu valor posicional. Por exemplo, o número 615 é
composto por 6 centenas (102 - unidade de ordem 2), 1 dezena (101 - unidade de ordem 1) e 5
unidades (simples ou de ordem zero - 100), isto é,
615 = 6x102 +1x10t+5x100 = 600+10+5
Seguindo o mesmo raciocínio, o número 5792.4 representa
5792.4ro=
5x103 +7 xl}z +9x10+ 2x100 + 4xl0 -t =
5x1000+7x100+9x10+ Zxt + +x(tltO)
Da mesma forma, na representação de um número no sistema de base 2 (ou sistema binário), a posição
ocupada por cada um dos algarismos 0 ou 1 é relativa a uma potência de base 2 . Por exemplo,
110112 =lx2a +1x23 +0x22 +lx}t +lx2o =27ro
eual a representação, no sistema binário, do número 25 ? Dado que neste sistema cada grupo de dois
elementos constitui uma unidade de ordem superior, só temos de efectuar as sucessivas divisões inteiras
daquele número por dois para identificar quantos grupos de ordem superior compõem aquele número e
quais essas ordens, Por exemplo,
ou seja,
































3 0 0 1
I 1 0 0 1 = 1 10012
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2. Escreve, oâ forma binária, os números decÍmais
de1aL2;
20ro 77 ro 123rc
3. Completa as cinco prímeiras potências de três no sistema de base dois.
11 1001 11011




ou seja, Do primeiro caso , 10x0.0 101 = 0.01010
Ix}-r + IxZ-z - 0.1 12
1.010010
(o ponto/vírgula deslocou-se uma casa para a
311
-=-+-=424





No sistema decimal, multiplicar um número por 10 (base do sistema) equivale a deslocar a vírgula uma
posição para a direíta.
Vejamos o que acontece no sistema binário quando multiplicamos por 2=I02, que é o mesmo que
adicionar um número com ele próprio. por exemplo,
0.00101 0.101001




e, na segunda operação,
d ireita).
10x 0-101001 = 1.010010 (o ponto/vírgula deslocou-se uma casa para a
Assim, da mesma forma que acontece no sistema decimal, multiplicar um número binário por 2 (base do
sistema binário) resulta no deslocamento da vírgula uma posição para a direita.







5. Para cada número binário segu
Os dois resultados devem ser iguais.
11.101 101.1
inte, prime iro multiplica-o por 2 e, depois, adiciona-o consigo próprio.
0.01101
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As dízimas infinitas periódicas no sistema decimal também o são na representação binária e vice-versa,
Por exemplo,
0.õ1, = 0.01010101. ..=Z-2 +2a +2u +... -soma de todos ostermos de uma progressãogeométrica
1 .. 1















Assim, 0.012 = 0.310
Relembra que, no nosso sisterna decimal,
O.gggg9...=0.t=1=1.0 ou 5.gggg9...=5.0=6.0
Com efeito, no primeiro caso temos (o segundo caso é análogo),
x [0-t +9x 10-2 +9x10-3 +..'




Também no sistema binário podemos escrever
0.1111... =0.1= 1.0 ou 0.1001111... = 0. 1001 =0. 1010
Assim, o número decimal 0.5 pode ser representado no sistema binário por
0.510 = 0.12 = Q.lõ , ou Por
0.510 = 0.011 1... 3 0.0i ,
6. Escreve cada um dos números Seguintes como Soma de um número infinito de termos de uma
progressão geométrica de razão r. lndica a razáo e escreve o número na forma de fracção, no sistema
decimal.
0.14r0 0.001 2 0.1010 ,
0.9999...
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o.ooooo t'r \-t2 = 
[;]
Se dividirmos o intervalo unitário em duas metades, cada número binário da metade esquerda começa com
o dígito 0 depois da vírgula/ponto; cada número binário da metade direita do intervalo começa com o
díBito 1 após a vírgula/ponto.
Repita-se o processo de subdividir cada novo intervalo em duas metades.















9. os primeiros dois dígitos depois do ponto/vírgula dos números binários que pertencem a um intervalo da
Etapa 2, são os mesmos. Quantos são iguais para os números binários da Etapa 3 ?
10. Quantos subintervalos se obtêm nas etapas 4 ,5 e 6 ? eual comprimento de cada subintervalo da Etapa 4 ?
E da Etapa 5 e da Etapa 6 ?
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A tua calculadora gráfica permite converter um número do sistema de base 10 para o sistema de base 2 e
vice-versa.
Exemplifiquemos com a representação do número 25 (com que já trabalhámos) no sistema binário: no
editor de cálculo, configuras a calculadora para o sistema binário @ - o novo sistema de representação
numérica; em rodapé visualizas de imediato as funções , lLoE e @ . Activas a primeira
funcionalidade e no rodapé surgem quatro escolhas: E E E §, respectivamente sistema decimal (base
10), hexadecimal (base 16), binário (base 2) e octal (base 8). Fazes, então, [ ,introduzes 25 , e
ordenas a execução da operação com re Obténs o número 110012 como sendo a
representação binária do número 25 , como esperávamos.
Experimenta outros valores.
Para passarmos, agorâ, o número binário 110112 para o sistema de numeração de base dez, começas por
configurar a calculadora neste novo sistema EE . Activas , E, 11011 ,E e obterás 27n, como
esperado.
Experimenta outros valores.
Contudo, a calculadora tem as suas limitações e apenas converte números inteiros de um sistema numérico
para outro, Para representarmos noutro sistema numérico um número não inteiro, por exemplo, 7lt2 ,
temos de saber fazer essa tarefa sem auxílio daquela tecnologia. No nosso sistema de base dez, converter
uma fracção para a forma de dízima requer um algoritmo que nos vai revelando os dígitos passo a passo. A
forma decimal de um número o pode ser obtida por
o subtrair a parte inteira, rnt(o)







Concretizemos para a -- 7 ILZ , escrevendo
este número na forma de dízima.
Nestecaso,aparteinteirade o é 0 eaparte
fraccionária é T lLZ ; multiplicando por 10 a
parte fraccionária obtemos 7OlL2 ou 3516 ;
agora, a parte inteira de 3516 é 5 , sendo 516
a parte fraccionária; multiplicando por 10 a











11. Completa a generalização:
Na Etapa n da subdivisão binária do intervalo unitário existem 
- 
subintervalos de comprimento 
- 
.
A cada um destes subintervalos pertencem os números binários que têm iguais os
depois do ponto/vírgula. De outro modo, podemos dizer que dois números binários
- 




que têm em comurn os
lO*íract(a)
m;Lot3
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Caos e Fractais - Actividade 13
L2. Completa a tabela e verifica que
7 l12 - 0.58333... = 0.583
13. Exprime cada um dos seguintes números na forma de dízima:
3/LL 6/7 slL3
o algoritmo utilizado aplica-se para converter qualquer fracção numa expansão em qualquer base. Basta
multiplicar pela base (como se fez por 10 ) e registar a respectiva parte inteira.




l*, , L13L4. Qual a representação binária do número
decimal 7ltZ I
Completa a tabela e verifica que
(á),.=Qro012
15. Representa cada um dos seguintes
números no sistema de base 2:
3ls 4/e 2/L3
16. Utiliza o algoritmo para verificares cada uma das seguintes conversões da forma decimat para a forma
binária.
0.375t0 = 0.0112 0.4,0 = 0.01 10 2
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Caos e Fractais - Actividade 14
Auto-Semelhança - I ntrodução
Constrói um rectângulo (ou outra figura que preferires) e colore-o a teu gosto. Denomina este
rectângulo inicial por fu.
Copia a figura e redimensiona-a reduzindo a medida dos lados a l/2 da medida anterior. Este novo
rectângulo será Rr.
Considera três destes novos rectângulos e coloca-os como sugere a figura ao lado - dois em
baixo e um por cima dos outros dois, ao meio.
Esta última figura será R2 . Repete o processo: copia-a, reduz a metade e coloca três destas cópias
reduzidas na mesma disposição.
Repete este processo iterativo mais três ou quatro vezes.
Qual a forma que vai surgindo?
Constrói, agora, outras figuras com outros processos iterativos.
Por exemplo,
Partes de uma figura inicial (Fo) que copias;
Desta nova cópia obtém uma redução com factor de escala 1/3 (F1). Faz mais quatro cópias de F1 .
Coloca as cinco réplicas (Fr) de acordo com o esguema ao lado.
Repete o processo mais algumas vezes.
ffi
Desenha um rectângulo (16).
Copia-o e reduz a um terço as duas dimensões. Obténs um rectângulo 11 . Copia-o
três vezes e dispôe as quatro réplicas obtidas de acordo com o seguinte esquema.
Procede da mesma forma mais duas ou três vezes...
Se, em cada construção, continuasses ad infinitum, obterias um fractal...
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Caos e Fractais - Actividade 15
Auwsemelhang - Corctrufio de Frwtals
A - Considera o triângulo equilátero abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra iterativa:
o une os pontos médios de cada um dos lados por segmentos de recta;
. remove o triângulo do meio de entre os quatro triângulos obtidos, mantendo, assim, os três
triângulos dos cantos (Etapa 1);
o procede da mesma forma para cada um dos novos triângulos criados, até à Etapa 4;
. escurece todos os triângulos resultantes nesta última etapa.
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Caos e Frastais - Actividade 15
O Trlôngulo de SleÍprnskl
A fígura representa a sequência das primeiras etapas da construção do triângulo de Sierpinski.
Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4
Em etapas subsequentes, a subdivisão continua em triângulos cada vez mais e mais pequenos.
B - Quantos triângulos sombreados há em cada uma das etapas desde a etapa 0 até à etapa 4? E na
etapa 5? E na n-ésima etapa? Regista as contagens na tabela:
Etapa o 1 2 3 a 5 m
N.r tdântulos I
Considera que o triângulo inicial tem área 1.
81 - Determina a área total sombreada em cada etapa desde a etapa 0 até à etapa 4. Qual a área
sombreada na etapa 5? E na n-ésima etapa?
O que acontece à área sombreada quando n tende para +o ?
82 - Qual o perímetro da figura em cada etapa desde a etapa 0 até à etapa 4? E na n{sima etapa?
À medida que n aumente, o que aconteoe ao perÍmetro do triângulo de Sierpinski?
Mêstrâdo êm Mâtêmátka para o Enslno - Caos e Fractels
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Caos e Fractais - Actividade 16
A,rt@Semelhonça - Cowtruúo de Fructals
A - Considera a figura em que são visíveis as etapas 0 e 1.
Etapa 0 - quadrado maior;
Etapa 1- dividir cada lado do quadrado em três segmentos iguais e retirar o quadrado
central, permanecendo apenas os oito quadrados fronteiros;
Etepa 2 e seguintes - aplicar este processo recursivo a cada um dos quadrados obtidos
















aaaaaa raaaaaaaaaaa taaaa aaaaataaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaao




















































































a aa aatra a a aaaaa a aaaô aaaaaa aaaa
Este processq repetido sucessivamente, dá origem a uma imagem Ímctdl conhecida como
Taoêtê dê Siêrplnskl.
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Caos e Fractais - Actividade 16
OTopete de Slerplnskl
Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
A figura representa a sequência das primeiras etapas da construção do tapete de Sierpinski.
Em etapes subsequentes, a subdivisão continua em quadrados cada vez mais e mais pequenos.
B - Quantos quadrados sombreados há em cada uma das etapas desde a etapa 0 até à etapa 3? E na etapa 4? E










Considera que o quadrado inicial tem área 1.
81 - Determina a área total sombreada em cada etapa desde a etapa 1 até à etapa 3. Qual a área sombreada
na etapa 4? E na nésima etapa?
O que acontece à área sombreada quando n tende para +oo ?
82 - Qualo perímetro da figura em cada etapa desde a etapa 0 até à etapa 4? E na n{sima etapa?
À medida que n aumenta, o que a@ntece ao perímetro do triângulo de Sierpinski?
C - lmagina as sucessivas figuras geradas usando apenas os quatro quadrados dos cantos em cada etapa.
Quais serão as novas respostas às questões colocadas em B?
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Caos e Frastais - Actividade 17
AuhSemelhang - Construgão de Fractals
A - Considera o segmento abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra iterativa:
o divide-o em três partes iguais;
. remove a do meio, mantendo, assim, os dois segmentos dos extremos
(Etapa 1);
o procede da mesma forma para cada um dos segmentos que restaram, até à Etapa 4;
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Este processo, repetido sucessivamente, dá origem a uma imagem ÍroAol conhecida como
Conlunto de Cantor.
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I I I I
Etapa 2
Etapa 3
EM II II II
continua em segmentos cada vez mais e mais pequenos.
etapas subsequentes, a subdivisão
B - Quantos segmentos há em cada uma das etapas desde a etapa 0 até à etapa 4? E na etapa 5? E na n-
ésima etapa? Regista as contagêns na tabela:
Etapa 0 I 2 3 4 5 n
N.e setmentos I
Considera que o segmento inicial tem comprimento 1.
81 - Determina o comprimento total dos segmentos de cada etapa, desde a etapa 0 até à etapa 4.
E na etapa 5? E na n{sima etapa?
o que acontece ao comprimento de cada segmento na etapa n, quando n tende para +o?
E ao comprimento total dos segmentos quando n tende para +o ?
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Caos e Fractais - Actividade 18
Auto-Semelhon ça - Construção de Fradais
A - Atenta na construção sugerida pela figura: dividiu-se um segmento inicial em
três partes iguais e substituiu-se o segmento do meio por dois segmentos iguais ao
que se suprime, tal como a figura ao lado sugere'
Aplica-se esta regra a cada um dos novos segmentos e o processo repete-se
sucessivamente...
Aplica este processo iterativo ao segmento abaixo (etapa 0) até à etapa 3'





















Continuando o processo od infinitum obteríamos um fractal conhecido por Cutvo & Koch.
B-euantossegmentosexistememcadaetapa0, L,2ou3 ? E na etapa 5 ? E na n-ésimaetepa?Regista
os resultados na tabela abaixo.
Suponhamos que o segmento inicial tem comprimento 1. Qual o comprimento da curva nas etapas 1, 2
ou 3? E na quinta etaPa?
eual o termo geral da sequência que permite calcular o comprimento da curva na n-ésima etapa? Para
que valor tende esta sequência?
EtapaO12345n"'
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Caos e Fractais - ActivÍdade 1g
C Considera a curva de Koch e averigua a veracid ade/falsidade das
seguintes afirmações:
Há partes da curva de Koch que são réplicas/cópias do todo.
Qualquer parte da curva contém uma cópia da figura toda.
D - A partir do triângulo abaixo (etapa 0), aplica aquele processo recursivo a




Este processo iterativo dá origem ao fractal conhecido por Floco de Í{eye de Koch.
Considera que o triângulo inicial tem área 1.
E - Em cada etapa determina o número de novos triângulos e determina a área de cada um deles.
F - Determina a área da figura em cada etapa
G - O que acontece à área quando n tende para +o ?
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Caos e Fractais - Actiüdade 19
Aute*melhango - Corctrufro de Fructars
A - À medida que as árvores crescem, elas vão-se ramificando. A partir de braços maiores, crescem
outros mais pequenos, destes crescem outros ainda mais pequenos e assim sucessivamente...
A actiüdade gue te propomos é que faças crescer uma "árvore matemática" com algumas das mesmas
propriedades das árvores reais.
Procede do seguinte modo:
A partir do extremo de cada ramo desenha dois novos ramos com metade do comprimento do anterior,
afastando'se 60o, tal oomo a figura sugere.
A etapa 1 está já representada. Repete o processo até à etapa 4.
aa
Este processo, repetido sucessivamente, dá origem a uma árvore que é um lroaal .
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Caos e Fractais - Actividade 19
Umaóruore...
Supõe que a árvore cresce a partir de um tronco (segmento vertical) de medida 1. lmagina que a árvore
continua a ramificar-se segundo o processo iterativo indicado: os ramos bifurcam nas suas extremidades
em mais ramos que tornam a bifurcar e assim sucessivamente... lmagina a árvore completa.
B - Quantos ramos medem V4 ? Qual a soma das medidas destes ramos? E com medida U16 ?
Etapa 0 1 2 3 4 5 n
N.9 novos ramos I
Qual a soma das medidas de todos os sêus ramos?
Há partes da árvore que parecem uma cópia da árvore inteira?
MestÍado em Matemátlca peÍa o Ensino - Câos e Frectais
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Caos e Fractais-Actiüdade 20
Autesemelhang - c,onstnfio e B,dÍol
Considera os dois segmentos representados na figura abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra
iterativa:
. no extremo inferior direito, desenha uma nova figura semelhante à anterior, oom metade do
"'o''1""::,:1,;::l}:::,ffi"::ff:ffil::.:T:T"', I
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Este processo, repetido sucessivamente, dá origem a uma imagem com carectêrísticas de um fractal...
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Caos e Fractais - Actividade 20
Em etapas subsequentes, a subdivisão continua em pares de segmentos cada vez mais e maís pequenos.
B - Quantos segmentos há em cada uma das etapas desde a etapa O até à etapa 4? E na etapa 5? E na n-
ésima etapa? Regista as contagens na tabela:
Etapa 0 1 2 3 4 5
N.e segmentos 2
Considera que cada um dos segmentos iniciais tem comprimento 1.
Bl - Determina o comprimento total da figura em cada etapa desde a etapa 0 até à etapa 4. eual o
comprimento na etapa 5? E na n{sima etapa?
Qual o comprimento total da espiral ?
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Caos e Fractais - Actividade 20
Considera, agora, o segmento representado na figura abaixo (Etapa 0) e aplicalhe a seguintê regre
iterativa:
. no extremo superior , desenha um novo segmento com o dobro do comprimento do anterior
rodando-o 60c, conforme a figura sugere (Etapa 1);
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Caos e Fractais - Actividade 20
Em etapas subsequentes, a subdivisão continua com segmentos cada vez maiores.
B - Quantos segmentos há em cada uma das etapas desde a etapa 0 até à etapa 4? E na etapa 5? E na n-
ésima etapa? Regista as contagens na tabela:
Etape o 1 d 3 4 B m
N.s segmentos 1
Considera que o segmento inicial tem comprimento 1.
81 - Determina o comprimento total da figura em cada etapa desde a etapa 0 até à etapa 4. Qual o
comprímento na etapa 5? E na n-ésima etapa?
Qual o comprimento total da espiral?
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Ofitângub&Poscd
O trlâqulo de Pascal e as suas regularidades numérlcas
A- Sabes que podes construir o Triângulo de Pascal por um processo iterativo:
o A linha 0 é formada pelo número 1.



























1. Escolhendo um dos elementos da linha 5, ao acasq qual é a probabilidade de obter o 1? E de obrter
um número par?
2. Escolhendo um dos elementos da linha ô ao acaso, qual é a probabilidade de obter o 1? E de obrter
um número par?
3. Escolhendo dois elementos, ao ecaso, da linha 6, qual é a probabilidade de que a sua soma seja
ímpar?
4. Escolheram-se, ao acaso, dois elementos consecutivos da linha 8. Determina a probabilidade de
que a sua soma seja par.
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B. Na aritmética módulo-2 só os restos da divisão do número por 2 são importantes.
Porexemplo, sedividirmoso número5 por2obtemos resto 1. Dizemosque 5 = l mod 2.
Seguindo o mesmo raciocínio, 6= 0 mod 2 , por exemplo.
Podemos somar números, também:
5+7=0mod2 e 5+6= 1mod2.
Como os restos que se obtém na divisão de qualquer número por 2 só podem ser 0 ou 1, qualquer soma
módulo 2 tem que ser igual a 0 ou 1.





1. A figura seguinte representa as oito primeiras linhas do triângulo de Pascal (por preencher).
Completa-as com 0 ou 1, escrevendo 0 no caso do número da célula ser par e l se for Ímpar.
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Caos e Fractais - Actividade 21
2. Agora, repete o procedimento anterior, nas primeiras glgq linhas do triângulo seguinte, pintando de
preto as células que correspondem a números ímpares e deixando em branco as células com
números pares.
3. lndica uma regra para colorir cada célula partindo das células da linha anterior.
4. Lembra-te das propriedades dos elementos do triângulo de Pascal e procura relações com a regra
aqui presente.
5. Vês algum padrão geométrico nas primeiras quaÚo linhas do triângulo? Como é que o relacionas
com a primeire etapa do triângulo de Sierpinski ?
6. Como é que relacionas as primeiras guatro linhas com as 8 primeiras Iinhas do triângulo?
7. Aplica novamente a regra às próximas oito linhas.
8. Qualé a etapa do triângulo de Sierpinski quê apareoe no final do preenchimento (15 linhas)?
9. Quantas linhas seriam necessárias para representar a etapa 4 do triângulo de Sierpinski? E para a
etapa 5? E para a etapa n?





10. Existem linhas só com células pretas e outras que ahernam as duas cores. Quais as linhas que
verificam cada uma destas características?
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Caos e Fractais - Actividade 21
C. Na aritmética módulo-3 só os restos da divisão do número por 3 são importantes. Assim, vamos ter
apenas os números 0, t e 2,
5=2mod3; 6=0mod3; 7=1mod3;
Como o resto da divisão de qualquer número por 3 só pode ser 0, 1 ou 2, qualquer soma módulo 3 será
também igual a 0, 1ou 2.
5 +7=0mod3; 7+9=Lmod3; 5+9=2mod3;
1. Escreve cada número das g!39 primeiras linhas do triângulo de Pascal em módulo 3 e pinta a
célula correspondente de acordo com a seguinte regra:
. Se a entrada é 1 ou 2 pintar de preto.
. Caso contrário (se a entrada for 0) deixar em branco.
2. Observas algum padrão geométrico?
3. Completa a figura continuando a aplicar a regra anterior.
4. Escolhendo, ao acaso, um elemento da próxima linha deste triângulo qual é a probabilidade de
obter um número múltiplo de 3?
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Caos e Fractais - Actividade 21
D. O Triângulo de Pascal é um exemplo de um processo numérico iterativo que pode ser visto como um
autómato celular unidimensional: é dada a condição inicial (o elemento da linha 0) e é dada uma regra para
determinar os elementos de uma linha
partindo da anterior.
A regra visual utilizada na coloração do
triângulo módulo-2 poderia ser a seguinte:
1. As duas células podem aparecer em quatro situaçóes diferentês, pelo que precisamos de definir um
conjunto de quatro regras. Quantos conjuntos diferentes de regras se podem formar com duas célutas,
incluindo o que está indicado na figura anterior?
2. Se a regra para colorir uma célula depender das três células imediatamente acima desta, quantas
regras diferentes precisamos de definir? E quantos conjuntos de regras diferentes existem? Dá exemplo de
um destes coniuntos de regras.
3. Utiliza a regra seguinte
para completar a coloração das células da figura
rrü
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